
КРИВОЛІНІЙНІ ТА ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ 

 

2.1. Криволінійні інтеграли 

 

Криволінійний інтеграл першого роду 

Нехай L  – відрізок кусочно-гладкої кривої з початком в точці A  і кінцем 

в точці B , ),( yxfz   – обмежена функція, задана в деякій області, в якій 

розташовано криву L . Розіб’ємо криву L  точками на n  елементарних дуг, 

довжини яких il . На кожній дузі виберемо точку iP . Тоді, якщо існує границя: 
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яка не залежить ні від вибору точок, ні від розбиття, то її називають 

криволінійним інтегралом 1-го роду і позначають: 


L

dlyxf ),( , або 
AB

dlyxf ),( . 

Криволінійний інтеграл 1-го роду не залежить від напрямку руху вздовж 

кривої AB , тобто 



BAAB

dlyxfdlyxf ),(),( . 

Методи обчислення: 

1. Явне задання кривої: )(xyy  ,  bax , :  dxxyxyxfdlyxf
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2. Параметричне задання кривої: 
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,  bat , : 

dtttttttfdlzyxf
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  222 ))(())(())(())(),(),((),,(    (2.2) 

Криволінійний інтеграл другого роду 

Нехай L  – відрізок кусочно-гладкої кривої з початком в точці A  і кінцем 

в точці B , ),( yxfz   – обмежена функція, яку задано в деякій області, в якій 

розташовано криву L . Розіб’ємо криву L  точками на n  елементарних дуг, 

довжини яких il . На кожній дузі виберемо точку iP . Тоді, якщо існує границя: 
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яка не залежить ні від вибору точок ні від розбиття, то її називають 

криволінійним інтегралом 2-го роду і позначають: 
L

dxyxf ),( . Цілком аналогічно 

можна ввести інтеграл 
L

dyyxf ),( . 

Якщо на кривій AB  визначено функції ),( yxP , ),( yxQ , то можна 

розглянути криволінійний інтеграл „загального” вигляду: 





AB

dyyxQdxyxP ),(),( , 

або аналогічно для просторової кривої: 
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



AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,( , 

Зауважимо, що для криволінійного інтегралу 2-го роду важливий напрямок 

інтегрування, тобто 





BAAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ),(),(),(),( . 

Методи обчислення: 

1. Явне задання кривої: )(xyy  ,  bax , :  

dxxyxyxQxyxPQdyPdx

b
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  ))())(,())(,(( .   (2.3) 

2. Параметричне задання кривої: 
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Зв’язок між криволінійними інтегралами: 

dlRQPRdzQdyPdx
LL

)coscoscos(    , 

де cos , cos , cos  – направляючі косинуси дотичної, в припущенні, що її 

напрямок відповідає напрямку шляху інтегрування. 

Формула Гріна (зв’язок криволінійного та подвійного інтегралів): 

Нехай замкнутий контур L  обмежує область D . Тоді справедлива формула: 

 


















DL

dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx .    (2.5) 

Умови незалежності криволінійного інтегралу від шляху інтегрування 

 Нехай функції ),( yxP  та ),( yxQ  разом із похідними 
y

P
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
 неперервні в 

області D , тоді інтеграл  
L

QdyPdx  не залежить від шляху інтегрування DL  , 

якщо вираз QdyPdx   є диференціалом деякої функції u , тобто P
x

u
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Інтеграл знаходять за формулою: )()( AuBuQdyPdx
L

 , де ABL  . 

Для того, щоб вираз QdyPdx   був диференціалом   щоб 
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знаходження функції u  можна використовувати формулу: 
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 В просторовому випадку відповідні умови мають вигляд: 
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а функцію можна одержати за формулою: 
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 
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Застосування криволінійних інтегралів: 

1. Знаходження довжин кривих: 
L

dll . 

2. Знаходження площ фігур:  
L

ydxxdyS
2

1
. 

3. Застосування в механіці: маса кривої: 
L

dlzyxm ),,( , 

координати центра мас: 
L

c dlzyxx
m

x ),,(
1
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y ),,(
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 , 
L

c dlzyxz
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z ),,(
1

 . 

4. Робота сили F  вздовж кривої L : RdzQdyPdxA
L

  , де P , Q , R  – 

координати F . 

 

2.2. Поверхневі інтеграли 

 

Поверхневий інтеграл першого роду 

 Нехай функція ),,( zyxf  визначена і обмежена на гладкій поверхні S . 

Розіб’ємо поверхню S  на „елементарні” поверхні iS , площі яких iS . Нехай   – 

найбільший з діаметрів iS  і iM  – довільна точка поверхні iS . Тоді, якщо існує 

границя: i
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, яка не залежить ні від вибору точок ні від розбиття, то 

її називають поверхневим інтегралом 1-го роду функції ),,( zyxf по поверхні S і 

позначають: 
S

dSzyxf ),,( . 

Методи обчислення: 

1. Нехай поверхню задано параметрично 
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, тоді: 

 
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dudvCBAvuzvuyvuxfdSzyxf 222)),(),,(),,((),,( .  (2.8) 

де D  – область в системі координат  vu,  , яка відповідає поверхні, 
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В диференціальній геометрії прийнято позначати вираз I через E , II – 

через F , III – через G . Числа E , F , G  називають гаусовими коефіцієнтами 

поверхні. 2222 FGECBA  . Тоді, поверхневий інтеграл має вигляд: 

       dudvFGEvuzvuyvuxfdSzyxf
S D

2,,,,,),,(   . 

2. Нехай поверхню задано явно  yxzz , . Нехай область D  – це область у 

площині xy , яка відповідає нашій поверхні, тоді: 

   dxdy
y

z

x

z
yxzyxfdSzyxf

S D
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
  .  (2.9) 

Застосування поверхневих інтегралів першого роду: 

1. Обчислення площі поверхні. 
S

пов dSS . Якщо поверхню задано 

параметрично:  
D

пов dudvFGES 2 ; якщо явно:  
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1 . 

2. Застосування в механіці. Нехай вздовж поверхні розподілено масу, тобто, в 

кожній точці поверхні відома густина. Тоді справедливі формули: 

маса поверхні:  
S

dSzyxm ,, , 

статичні моменти:  
S

xy dSzM  , 
S

zy dSxM  , 
S

xz dSyM  , 

моменти інерції:   
S

xy dSzI 2 , 
S

xz dSyI 2 , 
S

yz dSxI 2 , 

координати центра мас:  
m

M
z

xy

ц  , 
m

M
x

yz

ц  , 
m

M
y xz

ц  . 

3. Тяжіння простого шару. Нехай на поверхні S  неперервним чином 

розподілено маси з заданою в будь-якій точці M  на поверхні густиною  zyx ,, . 

Нехай в точці   ,,A , яка розташована поза поверхнею, знаходиться одиниця 

маси. Потрібно визначити, з якою по величині і напрямку силою F


 точка A  

притягується поверхнею S . Проекції цієї сили визначається формулами: 

dS
r

x
F

S

x 





 , dS
r

y
F

S

y 





 , dS
r

z
F

S

z 





 ,      222
  zyxr . 

Якщо точка A  лежить на поверхні, то проекції сили на вісі координат є 

невласними інтегралами, оскільки підінтегральні функції необмежені. 

Поверхневий інтеграл другого роду 

Розглянемо деяку поверхню S  в тривимірному просторі. Нехай D  – 

проекція S  на площину XOY . Тобто, будь-якій точці DP  відповідає точка 

SM  . Тоді, розбиваючи область D  на елементарні області, розіб’ємо і 

поверхню S  на елементарні поверхні. Розглянемо елементарну поверхню iS , їй 

відповідає область iD . Розглянемо точку   iiiii SzyxM ,, , знайдемо значення 

функції f  у цій точці, тобто:   ),,( iiii zyxfMf  . Помножимо значення цієї 

функції на площу iD  і складемо суму  



n

i

iiii Dzyxf
1

, , . Якщо існує границя цієї 
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інтегральної суми при прямуванні найбільшого діаметру iS  до нуля, то її 

називають поверхневим інтегралом другого роду, розповсюдженим на вибрану 

сторону поверхні S  і позначають:  
S

dxdyzyxf ,, . 

Будемо вважати, що на поверхні S  визначені і неперервні функції  MP , 

 MQ ,  MR  і також обрано орієнтацію S , тоді можна розглянути інтеграли: 

 
S

dydzMP ,  
S

dxdzMQ ,  
S

dxdyMR , і суму цих інтегралів: 

     




S

dxdyMRdxdzMQdydzMP , останній інтеграл називають поверхневим 

інтегралом другого роду. 

Цей інтеграл можна записати через поверхневий інтеграл першого роду: 

      dSMRMQMP
S




  coscoscos , де  ,,  – кути, які утворюють нормалі до 

поверхонь з вісями координат при обраній орієнтації, тобто можна вважати, що 

kjin  coscoscos  . 

 Якщо поверхню задано параметрично, то вірна формула: 

   dudvRCQBPAdSRQPRdxdyQdxdzPdydz
DSS




  coscoscos . Таким 

чином ми можемо звести поверхневий інтеграл другого роду до поверхневого 

інтегралу першого роду і до подвійного. 

Поверхневі інтеграли можна використовувати також для обчислення 

об’ємів тіл:   
S

ydxdzxdydzzdxdyV
3

1
. 

Зв’язок між потрійним та поверхневим інтегралами. 

Формула Остроградського-Гауса 

 Нехай тіло V  обмежене гладкою поверхнею S , функції  zyxPP ,, , 

 zyxQQ ,, ,  zyxRR ,,  – неперервні в цій області разом зі своїми похідними. 

Тоді вірна формула Остроградського-Гауса: 

 






















SV

RdxdyQdxdzPdydzdxdydz
z

R

y

Q

x

P
.  (2.10) 

Зв’язок між криволінійним та поверхневим інтегралами. Формула Стокса 

Нехай в деякій області, в якій розташовано поверхню S , яка натягнута на 

контур L , задано функції  zyxPP ,, ,  zyxQQ ,, ,  zyxRR ,, , які неперервні в 

цій області разом зі своїми похідними. Тоді вірна формула Стокса: 

dxdz
x

R

z

P
dydz

z

Q

y

R
dxdy

y

P

x

Q
RdzQdyPdx

SL






















































  . (2.11) 

Формула Гріна буде частинним випадком формули Стокса. 

Якщо поверхневий інтеграл другого типу замінити інтегралом першого 

типу, то одержимо формулу: 

 



































































SL

dS
x

R

z

P

z

Q

y

R

y

P

x

Q
RdzQdyPdx  coscoscos . 
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Формулу Стокса зручно записувати за допомогою визначника: 

dS

RQP

zyx
RdzQdyPdx

SL

 












 coscoscos

.   (2.12) 

2.3. Теорія поля 

 

 Якщо в кожній точці ),,( zyxM  просторової області задано скалярну або 

векторну величину, то кажуть, що задано поле цієї величини, скалярне ),,( zyxu  

або векторне kAjAiAA zyx  . 

Основні характеристики полів: 

1. Поверхні (лінії) рівня: constu  . 

2. Векторні лінії: 
zyx A

dz

A

dy

A

dx
 . 

3. Градієнт: 





















z

u

y

u

x

u
ugrad ,, . 

4. Потік векторного поля через поверхню: 

  dxdydz
z

A

y

A

x

A
dSnAdSAAAП

V

zyx

SS

zyx  





















  coscoscos . 

5. Дивергенція векторного поля: 
z

A

y

A

x

A
Adiv zyx














 . 

6. Циркуляція векторного поля вздовж кривої:  
L

zyx dzAdyAdxA . 

7. Ротор: 




































y

A

x

A

x

A

z

A

z

A

y

A
rotA xyzxyz ,, . Вірна формула Стокса: 

 
SL

zyx dSnrotAdzAdyAdxA . 

Основні види полів 

 Векторне поле A  називають потенціальним, якщо існує скалярне поле u , 

що ugradA  . Для того щоб поле було потенціальним   щоб 0rotA . 

 Векторне поле A  називають соленоїдальним, якщо існує векторне поле B , 

що rotBA  . Для того щоб поле було соленоїдальним   щоб 0Adiv . 

 Довільне векторне поле може бути представлене в вигляді суми 

потенціального та соленоїдального полів. 
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2.4. Індивідуальні завдання 

 

1, 2. Обчислити криволінійний інтеграл. 

3. Довести, що даний вираз є повним диференціалом функції ),( yxu . Знайти 

функцію ),( yxu . 

4. За допомогою формули Гріна обчислити інтеграл. 

5. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду по поверхні S , де S  – 

частина площини P , яка розташована між координатними площинами. 

6. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду. 

7. Знайти потік векторного поля через зовнішню поверхню піраміди двома 

способами (безпосередньо і за формулою Остроградського). 

8. Знайти циркуляцію векторного поля через контур трикутника L , утвореного 

в результаті перетину площин, двома способами (безпосередньо і за формулою 

Стокса). 

9. З’ясувати, чи є векторне поле соленоїдальним, потенціальним? 

 

ВАРІАНТ 1 

1. dyxyydxxyx
L

)2()2( 22  , L : дуга параболи 2xy   від (-1, 1) до (1, 1). 

2.  
L

dlyxzz )2(2 222 , L : дуга кривої 














tz

tty

ttx

sin

cos

,  2,0t . 

3. dyxydxyx )62()132( 2  . 

4.  
L

dyyxydxx )1()1( 22 , L : коло 422  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )232( , P : 33  zyx . 

6. 
S

zdxdy , S  – зовнішня сторона поверхні 22 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()(3  , S : 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )(6)(30  , 3036  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kxyzjxyiyxA 22 22  . 

ВАРІАНТ 2 

1. xydydxyx
L

2)( 22  , L : дуга 3xy   від (0, 0) до (1, 1). 

2. 
L

dl
yx

y

22
, L : дуга кривої )cos1(2   , 










2
,0


 . 

3. dy
yx

yx
dx

yx

xy























5

1

2
3

1

2
22

2

22

2

. 

4.  
L

dyyxydxx )1()1( 22 , L : коло 922  yx , яке пробігається за ходом 

годинникової стрілки. 
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5.  
S

dSzxy )972( , P : 222  zyx . 

6.  
S

dxdyz )1( , S  – зовнішня сторона поверхні 16222  zyx . 

7. kzxjzyixA )(6)(30  , S : 3036  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )7()(12  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kxzjyxzixyzA  )2()2( . 

ВАРІАНТ 3 

1. xydydxyx
L

 )( 22 , L : відрізок прямої від (1, 1) до (3, 4). 

2. 
L

ydl , L : дуга кривої 










ty

tx

3

3

sin

cos
, між точками (1, 0) і (0, 1). 

3. dyxyxdxxyy )1cos2sin()2sin2cos5,0( 2  . 

4.  
L

dyxyydxyx 22 )( , L : коло 422  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )3232( , P : 13  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz , S  – зовнішня сторона поверхні 16222  zyx . 

7. kzxjzyixA )7()(12  , S : 13  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(43  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzyjxyizxA )(3)( 2222  . 

ВАРІАНТ 4 

1. xdyydx
L

sincos  , L : відрізок прямої від ( 2 , - 2 ) до (- 2 , 2 ). 

2.  
L

dlzyx )( 222 , L : дуга кривої 














tz

ty

tx

3

sin

cos

,  2,0t . 

3. dyxyedxey xyxy )12()3(
222  . 

4.  
L

dyxyydxyx 22 )( , L : коло 922  yx , яке пробігається за ходом годинникової 

стрілки. 

5.  
S

dSzyx )2324( , P : 333  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz , S  – зовнішня сторона поверхні 1222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()(43  , S : 303  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )(4)(3  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyzyixyzA  )1(2 . 

ВАРІАНТ 5 

1. dyxyxydx
L

)(  , L : дуга параболи 3xy   від (0, 0) до (1, 1). 
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2. 
L

dl
x

y
arctg , L : дуга кривої  cos1 , 










2
,0


 . 

3. dyyyx
yx

dxxyx
yx 























4sinsin

1
3coscos

1 2 . 

4.  
L

dyxyydxyx 22 )( , L : коло 2522  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )5232( , P : 363  zyx . 

6.  
S

zdxdyyx )( 22 , S  – зовнішня сторона сфери 9222  zyx  

7. kzxjzyixA )(4)(3  , S : 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )3()(2  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjxyiyxA 22)32(  . 

ВАРІАНТ 6 

1. dyxyxydx
L

)(  , L : дуга параболи xy 2  від (0, 0) до (1, 1). 

2. 
L

dly2 , L : перша арка циклоїди 








)cos1(2

)sin(2

ty

ttx
. 

3. dy
y

x
xdxxy

x

y

















 1ln2ln . 

4.  
L

dyxyydxyx 22 )( , L : коло 122  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )22312( , P : 303  zyx . 

6.   
S

zdxdyydxdzdydzyx 43 , S  – зовнішня сторона поверхні 1222  zyx , 

розташована в першому октанті. 

7. kzxjzyixA )3()(2  , S : 632  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )5()3(3  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxiyzA 2)(  . 

ВАРІАНТ 7 

1. ydyxdxxy
L

2)1(  , L : дуга параболи xy 442   від (1, 0) до (0, 2). 

2.   
L

dlyx 22 , L : коло 422  yx . 

3. dyyedxxe yxyx )sin()cos(   . 

4.  
L

dyxyydxyx 22 )( , L : еліпс 14 22  yx , який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )252( , P : 102  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz 24 , S  – зовнішня сторона поверхні 4222  zyx . 
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7. kzxjzyixA )5()3(3  , S : 933  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(3  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kyxjzxizyA )()()(  . 

ВАРІАНТ 8 

1. dyxyxydx
L

)(  , L : дуга параболи 2xy   від (0, 0) до (1, 1). 

2.  
L

dl
yx

z
22

2

, L : перший виток гвинтової лінії 














tz

ty

tx

2

sin2

cos2

. 

3. dyy
yx

x
dxx

yx

y



































6

1
2

1 2222
. 

4.  
L

dyxydxyx 22 )( , L : еліпс 149 22  yx , який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )8232( , P : 33  zyx . 

6. 
S

dxdyz2 , S  – зовнішня сторона поверхні 22 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()(3  , S : 55  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )6()(3  , 363  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzxjzyiyxA )()(2)(  . 

ВАРІАНТ 9 

1. xdydxyxy
L

 )( 2 , L : дуга параболи 2xy   від (0, 0) до (1, 1). 

2. 
L yx

dl
228

, L : відрізок прямої від (0, 0) до (2, 2). 

3. dyexdxxyee xyxyxy )1()2( 2  . 

4.  
L

dyxyydxyx 22 3)2( , L : еліпс 14 22  yx , який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )292( , P : 77  zyx . 

6. 
S

dxdyz23 , S  – зовнішня сторона поверхні 42 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )6()(3  , S : 363  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(3  , 3 zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kxyjzyxzixyzA  )()2( . 

ВАРІАНТ 10 

1. dyxdxxxy
L

2

2

1
)(  , L : дуга параболи xy 42   від (0, 0) до (1, 2). 

2.  

L

dlyx )34( 33 , L : відрізок прямої від (-1, 0) до (0, 1). 

3. dyxyxedxyye xyxy )2()( 2  . 
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4.  
L

dyxyydxyx 22 4)( , L : еліпс 14 22  yx , який пробігається за ходом 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )5232( , P : 1535  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz 424 , S  – зовнішня сторона поверхні 25222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()(3  , S : 3 zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()2(3  , 93  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kxyjxziyzA  . 

ВАРІАНТ 11 

1. ydyxdxxy
L

2)1(  , L : відрізок прямої від (1, 0) до (0, 2). 

2. 
L

dly2 , L : перша арка циклоїди 








ty

ttx

cos1

sin
. 

3. dyyxxyxdxyxxyy )43)cos(()32)cos((  . 

4.  
L

dyyxydxyx )()4( 22 , L : еліпс 1425 22  yx , який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )232( , P : 3053  zyx . 

6. 
S

ydxdz , S  – зовнішня сторона поверхні 22 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()2(3  , S : 93  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(8  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxixyA  )23(6 2 . 

ВАРІАНТ 12 

1. xdydx
x

y

L

 , L : дуга лінії xy ln  від (1, 0) до (e , 1). 

2.  
L

dlyx 222 )( , L : перша чверть кола 2 . 

3. dyyyxxyyxxdxxyxxyyxy )2)cos()sin(()9)cos()sin(( 2  . 

4.  
L

dyyxydxyx )()4( 22 , L : еліпс 1
49

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )232( , P : 93  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz , S  – зовнішня сторона поверхні 44 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()(8  , S : 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(23  , 333  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kyzjxyxiyzxA  )2()2( . 

ВАРІАНТ 13 

1. dyxxydx
L

22  , L : дуга параболи 225,0 xy   від (0, 0) до (2, 1). 
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2.  
L

dlzyx )( 222 , L : перший виток гвинтової лінії 














tz

ty

tx

2

sin

cos

. 

3. dyyxxdxxyxy )65()6cos5( 22  . 

4.  
L

dyyxydxyx )5()4( 22 , L : еліпс 1
169

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )232( , P : 63  zyx . 

6. 
S

zdxdy , S  – зовнішня сторона поверхні 422 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()(23  , S : 333  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()2(3  , 63  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzyjxziyxA )(32)(  . 

ВАРІАНТ 14 

1. dyxyydxxyx
L

)2()2( 22  , L : дуга параболи 2xy   від (-1, 1) до (1, 1). 

2. 
 
L yx

dl

5
, L : відрізок прямої від (0, 4) до (4, 0). 

3. dyxyedxey xyxy )1()3( 2  . 

4.  
L

dyyxydxyx )()5( 22 , L : еліпс 1
425

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )2132( , P : 62  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz 64 , S  – зовнішня сторона поверхні 9222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()2(3  , S : 63  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()()13(  , 333  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kyxjyxzizA 22 )(  . 

ВАРІАНТ 15 

1. xydydxxyx
L

 )2( 2 , L : дуга параболи 2xy   від (-1, 1) до (1, 1). 

2. 
L

ydl , L : дуга параболи xy
3

22   від (0, 0) до 














3

35
,

6

35
. 

3. xdyxyydxxy ))cos(1())cos(1(  . 

4.  
L

xdyyxydxyx )6()4( 22 , L : еліпс 1
369

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )10232( , P : 1236  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 16222  zyx . 



 13 

7. kzxjzyixA )()()13(  , S : 333  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(3  , 33  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 22 3)4()43(  . 

ВАРІАНТ 16 

1.  dyxyydxxyx
L

2)2( 22  , L : дуга 3xy   від (0, 0) до (1, 1). 

2. 
L yx

dl

422
, L : відрізок прямої від (0, 0) до (1, 2). 

3.    dyyyxdxxy 2cos2sin  . 

4.  
L

xdyyxydxyx )()4( 22 , L : еліпс 1
169

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )1032( , P : 1232  zyx . 

6.   
S

zdxdydxdzyxdydz 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 164 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()()13(  , S : 77  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(3  , 55  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 22 3)4()43(  . 

ВАРІАНТ 17 

1. xydydxyx
L

3)( 23  , L : дуга 3xy   від (0, 0) до (1, 1). 

2. 
L

xydl , L : відрізок прямої від (0, 3) до (3, 0). 

3. dy
xy

dx
yx

x
22

11
2sin 








 . 

4.  
L

dyyydxyx 22 6)4( , L : еліпс 1
369

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )10232( , P : 12236  zyx . 

6.   
S

dxdyzydxdzxdydz 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 164 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )2()()14(  , S : 55  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )2()(6  , 44  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 332 3)4()43(  . 

ВАРІАНТ 18 

1. xydydxyx
L

 )( 22 , L : відрізок прямої від (0, 0) до (3, 4). 

2. 
L

zdl , L : перший виток конічної гвинтової лінії 














tz

tty

ttx

sin

cos

. 
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3. dy
y

xy
dx

xy

yx
2





. 

4.  
L

xdyyxydx )62( 2 , L : еліпс 1
364

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )13( , P : 2436  zyx . 

6.   
S

zdxdyydxdzdydzx 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 164 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()2()13(  , S : 633  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()2(3  , 55  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxA 23)4()43(  . 

ВАРІАНТ 19 

1. xydydxxyx
L

4)2( 2  , L : дуга параболи 2xy   від (-1, 1) до (2, 4). 

2.   
L

dlyx , L : коло 1622  yx . 

3.    dyxxdxyyxx 323 72322120  . 

4.  

L

xdyyxydxyx )6()4( 22 , L : коло 122  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )10252( , P : 1246  zyx . 

6.   
S

zdxdydxdzyxxdydz 5234 , S  – зовнішня сторона поверхні 9222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()2()13(  , S : 1243  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()3(3  , 422  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 22 4)3()33(  . 

ВАРІАНТ 20 

1. xdyydx
L

cossin  , L : відрізок прямої від (0, 0) до ( ,  ). 

2.  
L

dlyx 22 , L : коло yyx 222  . 

3. dyyxedxxye xyxy )cos()sin2(  . 

4.  
L

dyyxydxyx )64()4( 22 , L : коло 10022  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )5232( , P : 6236  zyx . 

6.   
S

dxdyzxydxdzxdydz 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 164 222  zyx . 

7. kzxjzyiyxA )()()3(  , S : 1243  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )32()32(3  , 623  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxyA 3)4()43( 2  . 
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ВАРІАНТ 21 

1.  dyxyxydx
L

 , L : дуга параболи 2xy   від (0, 0) до (1, 1). 

2. 
L

xydl , L : відрізок прямої від (0, 5) до (5, 0). 

3. dyexdxey xyxy )5()5(  . 

4.  
L

xdyyxdxyx )6()4( 22 , L : еліпс 1
1009

22


yx

, який пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )10632( , P : 3636  zyx . 

6.   
S

dxdyzyydxdzxdydz 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 2525 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()3()13(  , S : 442  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(5  , 55  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 42 3)4()3(  . 

ВАРІАНТ 22 

1.  dyyxxydx
L

 , L : дуга параболи xy 2  від (0, 0) до (1, 1). 

2.   
L

dlyx 22 , L : коло xyx 422  . 

3. dyy
yx

x
dx

yx

y
x 
























2222
. 

4.  
L

dyyxdxyx )6()4( 22 , L : коло 1622  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )2232( , P : 1246  zyx . 

6.   
S

zdxdyydxdzdydzyx 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 1616 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()2()13(  , S : 633  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )2()(3  , 77  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxyA 23)4()43(  . 

ВАРІАНТ 23 

1. dyxydxxy
L

2)1(  , L : дуга параболи xy 222   від (1, 0) до (-1, 2). 

2. 
L

dly3 , L : перша арка циклоїди 








)cos1(3

)sin(3

ty

ttx
 

3. dy
y

xxy
dx

x

yyx 


 lnln
. 

4.  
L

dyyxdxyx )64()4( 22 , L : коло 2522  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )9233( , P : 632  zyx . 
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6.   
S

zdxdydxdzyxxdydz 534 , S  – зовнішня сторона поверхні 44 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()()13(  , S : 633  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(5  , 55  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 22 5)5()45(  . 

ВАРІАНТ 24 

1.  dyxyxydx
L

 , L : дуга параболи 2xy   від (0, 0) до (2, 4). 

2.  
L

dlzyx )( 22 , L : перший виток гвинтової лінії 














tz

ty

tx

3

sin

cos

 

3.    dyyxedxyxe yxyx   11 . 

4.  
L

dyyxxydx )6( 2 , L : коло 122  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )10262( , P : 12232  zyx . 

6.  
S

zdxdyydxdzxdydz 5124 , S  – зовнішня сторона поверхні 16416 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )()()12(  , S : 333  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(3  , 77  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 22 )4()4(  . 

ВАРІАНТ 25 

1. dyxdxxyx
L

2)(  , L : дуга параболи xy 42   від (0, 0) до (1, -2). 

2.  
L

dlzyx )5( 222 , L : перший виток гвинтової лінії 














tz

ty

tx

2

sin5

cos5

. 

3.    dyyyxxdxyxyx 4323 222  . 

4.  
L

dyyxdxyx )63()9( 22 , L : коло 422  yx , яке пробігається проти ходу 

годинникової стрілки. 

5.  
S

dSzyx )232( , P : 1236  zyx . 

6.   
S

zdxdyydxdzdydzyx 5324 , S  – зовнішня сторона поверхні 44 222  zyx . 

7. kzxjzyixA )2()()13(  , S : 333  zyx , 0x , 0y , 0z . 

8. kzxjzyixA )()(4  , 1427  zyx , 0x , 0y , 0z . 

9. kzjyxxiyxxyA 22 6)4(2)43(2  . 
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2.5. Зразок виконання індивідуального завдання 

 

Приклад 2.1. а) Знайти dyxyxydx
L

)(  , L : дуга параболи 2xy   від точки 

(0, 0) до точки (1, 1). 

б) Знайти dyxyxydx
L

)(  , L : дуга параболи xy 3  від точки (0, 0) до 

точки (8, 2). 

в) Знайти zxdzyzdyxydx
L

 , L : 














btz

tay

tax

sin

cos

,  2,0t . 

Розв’язання. а) Зведемо криволінійний інтеграл до визначеного інтегралу 

за формулою (2.3). Одержимо наступне: 

12

1
)23()2)(()(

1

0

23

1

0

23   dxxxdxxxxxdyxyxydx
L

. 

 б) Вважаючи x  функцією від змінної y  одержимо dyydx 23 , і за 

формулою, аналогічною до формули (2.3), одержимо наступне: 

    
7

370
33)(

2

0

36

2

0

323   dyyyydyyyyyydyxyxydx
L

. 

 в) Обчислимо диференціали: tdtadx sin , tdtady cos , bdtdz  . Тоді для 

інтеграла за формулою (2.4) одержимо: 

badtttabttbtattazxdzyzdyxydx
L

2

2

0

2223

2
)cossincoscossin(




  . 

Приклад 2.2. а) Обчислити 
L

xdl , L : відрізок прямої від точки (0, 0) до 

точки (1, 2). 

б) Обчислити 
L

ydl , L : дуга кривої xy 2  від точки (0, 0) до точки (4, 2). 

в) Знайти довжину просторової кривої L : 














3

2

2

3

3

tz

ty

tx

 від точки (0, 0, 0) до 

точки (3, 3, 2). 

Розв’язання. а) Знайдемо рівняння прямої, яка проходить через задані 

точки (0, 0) і (1, 2). Одержимо рівняння xy 2 . Далі за формулою (2.1) маємо 

наступне: dxdxxydl 5))((1 2  . Тоді одержимо: 

2

5

2
55

1

0

21

0

 
x

dxxxdl
L

. 

б) Вважаючи x  функцією від змінної y  за формулою, аналогічною до 

формули (2.1), маємо наступне: dyydyyxdl 22 41))((1  . Тоді одержимо: 

 
12

11717

12

4141
41

2

0

222

0

2 



 

yy
dyyyydl

L

. 
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в) Обчислимо похідні 3x , ty 6 , 26tz  . Далі за формулою довжини 

дуги 

L

dll  і за формулою (2.2) маємо наступне: 

5)21(336369)()()(

1

0

2

1

0

42

1

0

222   dttdtttdtzyxdll
L

 (од.). 

Приклад2.3. Довести, що вираз dyxxydxdu 22   є повним диференціалом 

функції ),( yxu . Знайти функцію ),( yxu . 

Розв’язання. Обчислимо частинні похідні: x
x

Q
x

y

P
2,2 









, тобто 

x

Q

y

P









 і вираз є повним диференціалом функції ),( yxu . Тоді за формулою (2.6) 

маємо наступний вираз для функції ),( yxu : 

constyxyyxydxdydxQdyPyxu
x

x

y

y

x

x

y

y

x

x

 
2

0

22

0

2

00 )(2),(),(),(
0

0000

 . 

Приклад 2.4. Обчислити за допомогою формули Гріна xdyydx
L

 5 , де 

контур L : коло 122  yx , яке пробігається проти ходу годинникової стрілки. 

Розв’язання. Обчислимо частинні похідні: 1,5 









x

Q

y

P
. Контур 

інтегрування є замкнутим і пробігається проти хода годинникової стрілки, тоді 

за формулою Гріна маємо наступне (в якості області D  вибираємо круг 

122  yx ): 




444)51(

1

0

2

0


















   dddxdydxdydxdy

y

P

x

Q
QdyPdx

DD DL

. 

Приклад 2.5. а) Обчислити поверхневий інтеграл першого роду 

 
S

dSzyx )23( , де S  – частина площини P : 42  zyx , яка розташована між 

координатними площинами. 

б) Обчислити поверхневий інтеграл першого роду dSz
S

 , де S : частина 

поверхні конуса 222 yxz  , розташована між площинами 1z , 2z . 

Розв’язання. а) Побудуємо дану поверхню (рис. 2.1). Одержимо, що 

відповідна частина поверхні проектується на площину xOy  в трикутник AOB  

(область D ). Враховуючи, що yxz 24  , 1




x

z
, 2





y

z
, одержимо за 

формулою (2.9):    dSzyx
S

23  

        dxdyyxyx
D

22
2112243  

   
3

680
6666

2

4

0

4

0

 

x

D

dyydxdxdyy . 

  Рис. 2.1. 
 

y  

x  
A  

4  

B  

C  

z  

2  

4  

O  
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б) Побудуємо дану поверхню (рис. 2.2). Одержимо, що відповідна 

частина поверхні проектується на площину xOy  в кільце D , розташоване між 

колами 122  yx , 222  yx . 

Враховуючи, що 22 yxz  , 
22 yx

x

x

z







, 

22 yx

y

y

z







, одержимо за формулою (2.9): 







  dxdy
yx

y

yx

x
yxdSz

DS

22

2

22

2
22 1  

 Рис. 2.2. 

3

214
2

sin

cos
2

2

1

2

2

0

22 




 





  dd

y

x
dxdyyx

D

. 

Приклад 2.6. а) Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 

 
S

zdxdyydxdzxdydz , де S  – зовнішня поверхня площини 022  zx , 

розташована в 1 октанті та відсічена площиною 4y . 

б) Обчислити поверхневий інтеграл другого роду 

  
S

zdxdyydxdzdydzyx 542 , де S  – зовнішня сторона поверхні 144222  zyx . 

Розв’язання. а) Побудуємо дану поверхню (рис. 2.3). Розіб’ємо даний інтеграл 

на 3 інтеграли: 321 IIIzdxdyydxdzxdydzzdxdyydxdzxdydz
SSSS

  . 

Обчислимо перший інтеграл, тобто 


S

xdydzI1 . Із рівняння поверхні маємо: zx 22 . 

Проекція площини на yOz  – прямокутник: 

40  y , 10  z . Тоді: 

4)1(2

1

0

4

0

1   dzzdyxdydzI
S

. 

 Рис.2.3. 

Обчислимо другий інтеграл. 02  
S

ydxdzI , оскільки площина (поверхня 

S ) паралельна вісі Oy . 

Обчислимо третій інтеграл, тобто 
S

zdxdyI3 . Із рівняння поверхні: 

)2(
2

1
xz  . Проекція площини на xOy  – прямокутник: 40  y , 20  x . Тоді: 

4)2(
2

1
2

0

4

0

3   dxxdyzdxdyI
S

. 

Тоді одержимо: 8404321  IIIzdxdyydxdzxdydz
S

. 

 б) Дана поверхня є замкнутою поверхнею (сфера з центром у початку 

координат і радіусом 12), нормаль до якої зовнішня. Застосуємо до обчислення 

 

y  

x  

z  

O  2  1  

 

y  

x  
2  

z  

4  

1  
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інтегралу формулу Остроградського-Гауса, тобто зведемо даний інтеграл до 

потрійного інтегралу по кулі V : 144222  zyx . За формулою (2.10) маємо: 

     
VS

dxdydzzdxdyydxdzdydzyx 542542

 691212
3

4
333 3   кулі

V

Vdxdydz . 

Приклад 2.7. а) Знайти потік векторного поля     kzjxyizxA  2  

через зовнішню поверхню піраміди, утворену площиною 422  zyx  і 

координатними площинами, двома способами (безпосередньо і за формулою 

Остроградського). 

б) Знайти потік векторного поля kzjyixA )1(   через повну поверхню 

конуса 222 yxz  , Hz   двома способами (безпосередньо і за формулою 

Остроградського). 

Розв’язання. а) Обчислимо потік безпосередньо. Повна поверхня 

піраміди складається з чотирьох поверхонь: AOC , AOB , BOC  і ABC  (рис. 

2.4). Тому 

4321 ППППdSnAdSnAdSnAdSnAdSnAП
ABCBOCAOBAOCS

 


. 

Обчислимо перший інтеграл. Розглянемо AOC . На цій поверхні: 0y , 

тобто рівняння AC  матиме вигляд: 42  zx , або 
2

4 x
z


 , вектор нормалі до 

поверхні jn  , dxdzdS  . Тоді одержимо наступне: 

xxynA  2 , 

3

16
2

4

0

4

0

1  





x

AOCAOC

xdzdxxdxdzdSnAП . 

Обчислимо другий інтеграл. Розглянемо 

AOB . На цій поверхні: 0z , вектор нормалі до 

поверхні kn  , dxdydS  . Тоді одержимо 

наступне: 

 Рис. 2.4. 

  010 nA , 02  
 AOB

dSnAП . 

Обчислимо третій інтеграл. Розглянемо BOC . На цій поверхні: 0x , 

тобто рівняння BC  матиме вигляд: 422  zy , або 2 zy , вектор нормалі до 

поверхні in  , dydzdS  . Тоді одержимо наступне: 

znA  , 

3

4
0

2

2

0

3  
 zBOCBOC

zdydzzdydzdSnAП . 

Обчислимо четвертий інтеграл. Розглянемо ABC . Рівняння поверхні: 

0422  zyx , вектор нормалі до поверхні матиме вигляд: 

 

y  

x  
A  4  

B  

C  2  

2  
O  

z  
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     
kjikjin

3

2

3

2

3

1

221

2

221

2

221

1

222222222











 , 

dxdy
y

z

x

z
dS

22

1 
























 , 2

2

1
 yxz , 

2

1






x

z
, 1




y

z
, dxdydxdydS

2

3
1

4

1
1  . 

Тоді одержимо наступне: 

    
















 

 ABCABC

dxdyzdxdyxydxdyzxdSnAП
3

2

3

2
2

3

1

2

3
4  

     
 ABCABC

dxdyzyxdxdyzxyzx 343
2

1
224

2

1
 


















 

 AOBAOB

dxdyyxdxdyyxyx 6
2

3

2

1
63

2

3
43

2

1
 

3

52
6

2

3

2

1
42

0

0

2









 





y

dxyxdy . 

Тоді одержимо, що потік буде наступним: 
3

32

3

52

3

4
0

3

16
П . 

2 спосіб. Обчислимо потік за формулою Остроградського-Гауса. 

  





















  HSVdxdydzdxdydzdxdydz

z

A

y

A

x

A
П оснпіраміди

VVV

zyx

3

1
444121  

3

32
242

2

1

3

1
4  . 

б) 1 спосіб. Обчислимо потік безпосередньо. Повна поверхня складається з 

бічної поверхні 1S : 0),,( 222  zyxzyx  та поверхні основи 2S : Hz   (рис. 

2.5). Тому 21 ППП  . 

dS
zyx

zzyx
dS

zyx

z
A

y
A

x
A

П
SS

zyx






























































11

222

222

222
1 . 

Із рівняння поверхні маємо: 22 yxz  , 

dxdydxdy
y

z

x

z
dS 21

22


























 , поверхня 

проектується на круг D : 222 Hyx  . 

 

 

 

     Рис 2.5. 

Тоді   





DD

dxdyyxdxdy
yx

yxyx
П 122

)(2

)(2 22

22

2222

1 . Переходячи до 

полярних координат, одержимо 









2

1

3

2
2 2

1 HHП  . 

 

y  

x  

z  

O  

H  
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Аналогічно, 2

2 )1()1()1(

2

HHdxdyHdSzП
DS

  . Тоді одержимо: 

3
)1(

2

1

3

2
2

3
22

21

H
HHHHППП


 








 . 

2 спосіб. Обчислимо потік за формулою Остроградського-Гауса. 

 
33

1
111

3
2 H

HHVdxdydzdxdydzdxdydz
z

A

y

A

x

A
П конуса

VVV

zyx 
 






















  . 

Приклад 2.8. Знайти циркуляцію векторного поля 

  kyxjzyxizxA )5()3(2   через контур трикутника L , утвореного в 

результаті перетину площин 77  zyx , 0x , 0y , 0z , при додатньому 

обході відносно нормального вектора  1;1;1n  двома способами (безпосередньо і 

за формулою Стокса). 

 Розв’язання. 1 спосіб. Побудуємо в системі координат контур L , тобто 

контур ABC  (рис. 2.6). Циркуляцію будемо обчислювати за наступною 

формулою, розбивши контур трикутника на три окремі відрізки: 





CABCABABCA

dlAdlAdlAdlAЦ  

Обчислимо перший інтеграл. Розглянемо 

відрізок AB . На цьому відрізку: 0z , тобто 

рівняння AB  матиме вигляд: 1 yx , або xy 1 , 

тобто dxdy  . Тоді одержимо наступне: 

jdyidxdl  , kyxjyxixA )5()3(  , 

 dyyxxdxdlA 3 , 

       Рис. 2.6. 

       
2

3
33133

0

1

0

1

 


dxxdxxxxdxdyyxxdxdlA
ABAB

. 

Обчислимо другий інтеграл. Розглянемо відрізок BC . На цьому відрізку: 

0x , тобто рівняння BC  матиме вигляд: 1 yz , або yz 1 , тобто dydz  . 

Тоді одержимо наступне: 

kdzjdydl  ,   kyjyzizA  )3(2 ,   ydzdyyzdlA  3 , 

   
2

3
133

0

1

 


dyyyyydzdyyzdlA
BCBC

. 

Обчислимо третій інтеграл. Розглянемо відрізок CA . На цьому відрізку: 

0y , тобто рівняння CA  матиме вигляд: 1 zx , або xz 1 , тобто dxdz  . 

Тоді одержимо наступне: 

  xdzdxzxdlA 52  , 

      32252252

1

0

1

0

 


dxxdxxxxxdzdxzxdlA
CACA

. 

 Тоді одержимо, що циркуляція буде наступною: 33
2

3

2

3
Ц . 

 

y  

x  

A  
1  

B  

C  

z  

1  

1  
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2 спосіб. Застосуємо формулу Стокса. Обчислимо спочатку ротор 

векторного поля. Маємо наступне: 

kj

yxzyxzx

zyx

kji

rotA 














 7

532

. 

 В якості поверхні S  виберемо ABC . Тоді вектор нормалі буде мати 

вигляд: kjin  . Обчислимо циркуляцію: 

311
2

1
711

2

1
77   COAAOB

SS

SSdxdzdxdydSnrotAЦ . 

Приклад 2.9. а) Знайти дивергенцію векторного поля 

kxzzjxyixA )(32 22   в точці )2,1,1( M . 

 б) З’ясувати, чи є векторне поле kyxjzxyizyxA )()2()( 22   

соленоїдальним, потенціальним? 

 Розв’язання. а) Обчислимо частинні похідні і одержимо наступне: 

6)22()234( 























MM

M

zyx

M
zxxzxx

z

A

y

A

x

A
Adiv . 

 б) Перевіримо умови соленоїдальності та потенціальності поля. Знайдемо 

дивергенцію та ротор векторного поля. 

0022 













 xx

z

A

y

A

x

A
Adiv zyx , 

   0,0,022,11,11,, 


































 yy

y

A

x

A

x

A

z

A

z

A

y

A
rotA xyzxyz . 

Оскільки 0Adiv , то поле соленоїдальне, оскільки  0,0,0rotA , то поле 

потенціальне. 


