
Тема. Апроксимування експериментальних даних функціями двох змінних методом 

найменших квадратів. Побудова виробничої функції Коба-Дугласа. 
 

§1. Апроксимування експериментальних даних функціями двох змінних методом найменших 

квадратів 

Постановка задачі. Розглянемо сукупність точок на площині ( ) 
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,
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k k k k
x y z

=
, де 

( , ), 1,k k kz f x y k n= = . Тут функція двох змінної ( , )f x y  визначає експериментальні дані. 

Потрібно знайти емпіричну функцію  

( )1 2, , , ,..., mz f x y a a a= ,       (1) 

що апроксимує задану множину точок і визначається невідомими параметрами 

1 2, ,..., ma a a , при цьому їх кількість m n . (Якщо m n= , то функція (1) є інтерполюючою) 

Відхилення в кожній точці визначається як  

( ) ( )1 2 1 2, , , ,..., , , , ,..., ( , )k k k m k k k m k kf x y a a a z f x y a a a f x y = − = − , 1,k n= .   (2) 

Формула ( )
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=

=  задає квадратичне відхилення. А метод, що дозволяє знайти 

апроксимуючу функцію (1), яка відповідає мінімальному значенню квадратичного 

відхилення, є методом найменших квадратів (МНК). 

  



Трипараметричне точкове квадратичне апроксимування функції двох змінної 

лінійною функцією 

Розглянемо сукупність точок в просторі ( ) 
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, де ( , ), 0,k k kz f x y k n= = . За 

емпіричну функцію оберемо лінійну функцію  

 

( )0 1 2 0 1 2, , , ,z P x y a a a a a x a y= = + + .     (1а) 

 

Квадратичне відхилення визначається формулою 
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Потрібно знайти мінімум зазначеної функції.  

Знайдемо критичну точку функції ТРЬОХ змінних Q : 
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 (5) 

Отриману систему можна переписати у вигляді 
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Уведемо матриці 

0 0

1 1

2 2

1

1

1

... ... ...

1 n n

x y

x y

M x y

x y

 
 
 

=  
 
 
 

,   

0

1

2

...

m

z

z

zZ

z

 
 
 

=  
 
 
 

.    (7) 

Система (6) може бути поданою у матричному вигляді в наступний спосіб: 
t tM MA M Z= ,      (8) 

а її розв’язок –  

( )
1

t tA M M M Z
−

= .     (9) 

Якщо точки попарно нерівні, то визначник добутку матриць, 
tM M , не дорівнює нулю. Це означає існування 

єдиного розв’язку СЛАР (6). До того ж, унаслідок невід’ємності квадратичного відхилення, цей розв’язок може 

відповідати лище точці локального мінімуму функції Q . 



§2. Побудова виробничої функції Коба-Дугласа. 

 

 



 

 



 



 

Позначимо  
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Отримаємо сукупність точок в просторі ( ) 
0

, ,
N

i i i i
X Y Z

=
, де ( , ), 0,i i iZ f X Y i N= = . За 

емпіричну функцію оберемо лінійну функцію  

( )0 1 2 0 1 2, , , ,Z P X Y A A A A A X A Y= = + + . 

Після застосування МНК буде отримано точку мінімуму ( )0 1 2, ,A A A  квадратичного 

відхилення, звідки можна знайти  параметри функції Коба-Дугласа: 
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