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1 СТИСЛІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 

1.1 Основні означення 

 

Рівняння, що зв’язує незалежну змінну, шукану функцію та її похідну 

називають диференціальним рівнянням 

 

                                                  0,,,,  nyyyxF                                        (1.1) 

 

Якщо шукана функція (як в рівнянні (1.1)) залежить від однієї змінної, то 

таке рівняння називається звичайним. 

Порядком диференціального рівняння називається порядок найвищої 

похідної, яка входить до рівняння. 

Розв’язком або інтегралом диференціального рівняння називається будь-

яка функція  xfy  , яка при підстановці в задане рівняння перетворює його в 

тотожність. 

Звичайне диференціальне рівняння 1-го порядку має вигляд: 

 

                                                       0,, yyxf                                             (1.2) 

 

або, якщо його можливо розв’язати відносно 1-ої похідної 

 

                                                      yxfy ,                                                (1.3) 

 

Загальним розв’язком диференціального рівняння (1.2) або (1.3) 

називається функція, 

 

                                                     Cxy ,                                                  (1.4) 

 



 5 

яка залежить від однієї довільної постійної С . 

 Рівняння, 

 

                                                      0,,  Cyx                                              (1.5) 

 

яке неявно задає загальний розв’язок, називається загальним інтегралом 

диференціального рівняння. 

Частковим розв’язком називається будь-яка функція  
0

,Cxy  , що 

одержана із загального розв’язку  Cxy , , при заданих значеннях довільної 

постійної 
0

CC  , яку можна отримати із початкових умов  
00

yxy  . 

З геометричної точки зору загальний інтеграл представляє собою сімейство 

інтегральних кривих на площині, що залежать від довільної постійної C . Ці криві 

називають інтегральними кривими диференціального рівняння. 

Частковому розв’язку на площині відповідає одна інтегральна крива, що 

проходить через задану точку площини. 

Задача знаходження розв’язку рівняння (1.2) або (1.3), що задовольняє 

початковим умовам 
0

yy   при 
0

xx   називається задачею Коші. 

Розв’язок диференціального рівняння, що не може бути одержаним із 

загального розв’язку ні при одному із часткових значень довільної постійної, 

включаючи  , називають його особливим розв’язком. 

 

 

1.2 Методи розв’язання деяких диференціальних рівнянь 1-го порядку 

 

№ 

п/п 

Назва та вигляд 

диференціального рівняння 

1-го порядку 

 

Метод розв’язання 

1. Диференціальні рівняння з 

відокремленими змінними 

Для розв’язання необхідно 

проінтегрувати обидві частини рівняння 
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    0 dyyQdxxP .       0dyyQdxxP . 

Приклад: 1) Розв’язати рівняння: 02  dyyxdx . 

  dxdyyxdx 02  

                                       C
yx


32

32

- загальний інтеграл 

диференціального рівняння. 

2) Розв’язати рівняння: 0
1

sin  y
y

x . 

Враховуючи, що 
dx

dy
y  , запишемо  

0
1

sin 
dx

dy

y
x , 

або  

0
1

sin  dy
y

xdx . 

                    0
1

sin dy
y

xdx ; Cyx  lncos - загальний  

інтеграл диференціального рівняння; 

                               xCy cosln  ; xCey cos - загальний  

розв’язок диференціального рівняння.  

2. Диференціальні рівняння з 

відокремлюваними 

змінними 

        0 dyyNxMdxyQxP

. 

Дане рівняння зводиться до рівняння з 

відокремленими змінними шляхом 

ділення обох його частин на добуток 

   xMyQ , тобто 

   
   

   
   

0
xMyQ

dyyNxM

xMyQ

dxyQxP
, 

або 

 
 

 
 

0 dy
yQ

yN
dx

xM

xP
. 
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Далі – інтегруємо обидві частини. 

Приклад: Розв’язати рівняння:   0sin1cos 2  ydyxydxx . 

Для відокремлювання змінних поділимо все рівняння на добуток 

 1cos 2  xy , отримаємо: 

 
 

 
0

1cos

sin1

1cos

cos
2

2

2







 xy

ydyx

xy

ydxx
 

або 

0
cos

sin

12



dy

y

y
dx

x

x
. 

Останнє рівняння – рівняння з відокремленими змінними – 

проінтегруємо його: 

 


dxdy
y

y
dx

x

x
0

cos

sin

12
 

                                     Cyx  cosln1ln
2

1 2  - загальний інтеграл 

 диференціального рівняння. 

3. Рівняння, що зводяться до 

диференціальних рівнянь з 

відокремлюваними 

змінними 

 cbyaxfy  . 

Потрібно ввести заміну: 

cbyaxz  , 

тоді  zfy  . 

Диференціюючи введену заміну по x , 

отримаємо: 

ybaz  , 

або 

    dxzbfadzzbfaz  ,  

 
dx

zbfa

dz



 

- рівняння з відокремленими змінними. 

Приклад: Знайти загальний розв’язок рівняння:  1cos  yxy . 
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1 yxz ; y
dx

dz
1 ; zy cos  

 dxzdz cos1 ; dx
z

dz


 cos1
;  


dx

z

dz

cos1
 

  Cx
z

dz

2
sin2 2

; Cx
z

ctg 
2

 

                          Cx
yx

ctg 



2

1
 - загальний  

інтеграл диференціального рівняння. 

4. Однорідні диференціальні 

рівняння 1-го порядку. 

 

   Диференціальне рівняння 

 yxfy , - однорідне, якщо 

   yxfyxf ,,  . 

Враховуючи, що    yxfyxf ,,  , 

покладемо 
x

1
 .Отримаємо 










x

y
fy ,1 . 

Для розв’язання однорідного 

диференціального рівняння потрібно 

ввести заміну z
x

y
  (або xzy  ). 

З одного боку  zfy ,1 , а з другого 

zxzy  . 

Отже,            zfzxz ,1 ; 

             zzfxz  ,1 ; 

             dxzzfxdz  ,1  

           
  x

dx

zzf

dz


,1
 - рівняння  

з відокремленими змінними. 

Приклад: Розв’язати рівняння: 
yx

yx
y




 . 

 
yx

yx
yxf




, ;  

 
 

 yxf
yx

yx

yx

yx

yx

yx
yxf ,, 























 . 

Отже, дане рівняння є однорідним диференціальним рівнянням 1-го 
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порядку. 

Покладемо z
x

y
 , тоді zxzy  ; 

zxx

zxx
y




  

тобто 

zxx

zxx
zxz




 ; z

z

z
xz 






1

1
 

z

zzz
xz






1

1 2

; 
z

z
xz






1

1 2

 

dx
z

z
xdz






1

1 2

; 
x

dx
dz

z

z





21

1
 

 




x

dx
dz

z

z
21

1
; Cxzarctgz  ln1ln

2

1 2 . 

Підставляючи замість z , 
x

y
 отримаємо 

Cx
x

y

x

y
arctg  ln1ln

2

1
2

2

- загальний 

інтеграл диференціального рівняння. 

5. Диференціальні рівняння, 

що зводяться до однорідних 

111
cybxa

cbyax
y




 . 

Покладемо:                                                   

kyyhxx 
11

,  constkh  . 

Тоді 

1

1

dx

dy

dx

dy
  

   
   

11111

11

1
ckybhxa

ckybhxa
y







 

1111111

11

1
ckbhaybxa

cbkahbyax
y







. 

Потребуємо, щоб: 

 

          








0

0

111
ckbha

cbkah
               (1.6) 
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З даної системи знаходимо h  и k . А 

останнє диференціальне рівняння 

перепишемо у вигляді 

1111

11

1
ybxa

byax
y







 

- це однорідне диференціальне 1-го 

порядку. 

Зауваження. 

Система (1.6) може мати: 

1) єдиний розв’язок; тоді метод 

розв’язання залишається незмінним; 

2) нескінченну множину розв’язків, коли  

m
c

c

b

b

a

a


111

, 

тоді  

111

111

cybxa

mcmybmxa
y




 , my  . 

3) не мати жодного розв’язку, коли 

m
b

b

a

a


11

; mbbmaa
11

,  , 

 

111

11

cybxa

cybxam

dx

dy




 . 

Підстановка ybxaz
11

  зводить останнє 

рівняння до рівняння з відокремлюваними 

змінними 

1

11
cz

cmz
baz




 . 

6. Лінійні диференціальні 

рівняння 1-го порядку 

   xQyxPy  . 

Розв’язок лінійного диференціального 

рівняння 1-го порядку будемо шукати у 

вигляді 
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   xvxuy  , 

тоді vuvuy  , підставляючи в 

задане рівняння, отримаємо 

   

    .

,

xQvuuxPuv

xQuvxPvuvu




 

Потребуємо, щоб   0 uxPu , тоді 

 xQvu  . 

Тобто лінійне диференціальне рівняння 

звелось до розв’язання двох рівнянь з 

відокремлюваними змінними 

 

 .

,0

xQvu

uxPu




 

Приклад: Знайти частковий розв’язок диференціального рівняння: 

  10,  yeyy x . 

   xvxuy  ; vuvuy   

xeuvvuvu  ;   xevuuuv   

.

,0
xevu

uu




 

1) 0 uu       2) xevu   

  dx
u

du
dx

u

du
,       xx eve   

xeCu 
1

( нехай 1
1
C )      dxedv x2  

xeu  .      Cevdxedv xx  
22

2

1
, . 

Отже, xxxx CeeCeey  









2

1

2

1 2  - загальний розв’язок. Враховуючи, 

що   10 y , одержимо 

00

2

1
1 Cee   
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2

1
,

2

1
1  CC  

                                         xx eey 
2

1

2

1
 - частковий розв’язок. 

7. Рівняння Бернуллі 

    nyxQyxPy  . 

Рівняння Бернуллі можна привести до 

лінійного диференціального рівняння 

шляхом деяких алгебраїчних перетворень: 

1) помножимо все рівняння на ny , 

отримаємо 

   xQyxPyy nn   1 ; 

2) домножимо на  n1   

           xQnyxPnyyn nn   111 1 . 

3) введемо заміну: 

zy n 1 , тоді   yynz n  1 . 

Після підстановки в останнє рівняння 

маємо: 

       xQnzxPnz  11  

- лінійне, відносно z , диференціальне 

рівняння. 

Приклад: Розв’язати рівняння: 21
yy

x
y   

1) 1
1 12   y
x

yy ; 

2) 1
1 12   y
x

yy ; 

3) 1 yz ; yyz  2 , 

тобто 1
1

 z
x

z  - це лінійне диференціальне рівняння. 

   xvxuz   
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Тоді vuvuz  ,  1
1

 uv
x

vuvu  

         0
1

 u
x

u , 1vu  

1) 0
1

 u
x

u  2) 1vu  

dx
xu

du 1
  1

1


dx

dv

x
 

 
x

dx

u

du
 xdxdv   

1
lnlnln Cxu     xdxdv  

 1,
1

1  C
x

C
u  C

x
v 

2

2

. 

x
u

1
 . 

Отже, 
x

Cx
C

x

x
z

2

2

2

1 22 









 . Враховуючи, що 1 yz , отримаємо 

остаточно 

             
x

Cx

y 2

21 2 
 ; 

2

2
2 


x

x
y  - загальний розв’язок. 

 

 

 

1.3 Диференціальні рівняння, що допускають зниження порядку 

 

№ 

п/п 

Вид диференціального 

рівняння 

Метод розв’язання 

1.  

          xfy n   

Порядок рівняння можливо понизити 

шляхом послідовного інтегрування обох 

частин рівняння: 
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1

1 Cdxxfy n  
 . 

2. Диференціальне рівняння, 

яке явно не містить шуканої 

функції та її похідних до 

порядку 1k  

       0,,,, 1  nkk yyyxF 

. 

Порядок диференціального рівняння 

можливо понизити, якщо ввести заміну 

   xPy k  , 

тоді  

   xPy k 1  

і т.д. 

3. Диференціальне рівняння, 

яке явно не містить 

незалежної змінної 

   0,,,  nyyyF  . 

Порядок диференціального рівняння 

можливо понизити, якщо ввести заміну 

 yPy  , 

тоді  

PPy   

і т.д. 

4. Диференціальне рівняння, 

   0,,,,  nyyyxF  , у 

якому ліва частина є 

похідною деякого 

диференціального виразу 

 1n - го порядку  

  1,,,,  nyyyx  . 

Порядок диференціального рівняння 

можливо понизити на одиницю 

   0,,,, 1  nyyyx
dx

d
  

  
1

1,,,, Cyyyx n   . 

 

5. Диференціальне рівняння, 

однорідне відносно 

 nyyy ,,,  . 

Порядок диференціального рівняння 

можливо понизити на одиницю шляхом 

введення заміни 


zdx

ey , де  xzz  . 

Тоді    
zdxzdx

ezzyzey 2,  і т.д. 
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2 ПРАКТИЧНІ ЗАНЯТТЯ 

 

Практичне заняття №1 

 

Тема: Диференціальні рівняння I-порядку з відокремленими та 

відокремлюваними змінними. 

План. 

1. Диференціальні рівняння I-го порядку з відокремленими змінними.  

2. Диференціальні рівняння I-го порядку з відокремлюваними  змінними. 

3. Диференціальні рівняння I-го порядку, що зводяться до рівняння з 

відокремлювальними змінними. 

Мета: Навчитися знаходити загальний та частинний розв’язки 

диференціальних рівнянь I-го порядку з відокремленими та відокремлюваними 

змінними, та рівнянь, що до них зводяться. 

 

1. Диференціальні рівняння I-го порядку з відокремленими змінними 

Завдання №1. Знайти загальний інтеграл рівняння 02  ydydxx . 

Розв’язок: 02  ydydxx - рівняння з відокремленими змінними, тому для 

розв’язку потрібно проінтегрувати обидві частини  

   Cydydxx 2 , 

отримаємо відповідь: 

C
yx


23

23

- загальний інтеграл. 

Відповідь: C
yx


23

23

. 

Завдання №2. Проінтегрувати диференціальне рівняння  

    011  dyydxx . 

Розв’язок: Загальний інтеграл даного рівняння має вигляд: 

   Cdyydxx )1()1( . 



 16 

Після інтегрування отримаємо: 

Cy
y

x
x


22

22

. 

Відповідь: Cy
y

x
x


22

22

. 

Завдання №3. Знайти загальний розв’язок рівняння 2xyy  . 

Розв’язок: Так як 
dx

dy
y  , маємо рівняння dxxydyx

dx

dy
y 22  - рівняння 

з відокремленими змінними, інтегруючи яке, отримаємо 

   C
xy

dxxydy
32

32

2 - загальний інтеграл. 

Щоб отримати загальний розв’язок вихідного рівняння потрібно із 

загального інтегралу виразити y :  


















 C

x
yC

x
yC

xy

3
2

3
2

32

33

2

32

. 

Відповідь: 







 C

x
y

3
2

3

. 

Завдання №4. Проінтегрувати диференціальне рівняння xy 2 . Знайти 

розв’язок, що задовольняє умові: 5y , якщо 2x . 

Розв’язок: Дане рівняння, враховуючи що 
dx

dy
y  , можна переписати 

наступним чином: 

xdxdyx
dx

dy
22  . 

Інтегруючи обидві частини, отримаємо загальний розв’язок: 

Cxy  2 , 

який визначає сімейство парабол, вершини яких належать осі Oy  
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Знайдемо вказаний частинний розв’язок, для чого визначимо значення 

параметра С. Підставивши у вираз Cxy  2  дані початкові умови 5,2  yx , 

отримаємо 

125 2  CC . 

Отже, шуканий частинний розв’язок визначається формулою 12  xy . 

                                       

Таким чином, знайдено інтегральну криву, що проходить через т.  5,2
0

M . 

Завдання №5. Знайти частинний розв’язок рівняння 0sin 
y

dy
xdx , якщо 

3
0
y  , при 

2
0


x . 

Розв’язок: Загальний інтеграл даного рівняння є 

   C
y

dy
xdxsin . 

Після інтегрування отримаємо 

Cyx  2cos - загальний інтеграл. 

Підставляємо 
2


x , 3y  у загальний інтеграл для знаходження 

довільної постійної С: 
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3232cos 2  CC , 

отже шуканий частинний розв’язок є 

 
4

cos32
2

x
y


 . 

Відповідь: 
 

4

cos32
2

x
y


 . 

 

2. Диференціальні рівняння I-го порядку з відокремлюваними 

змінними 

 

Завдання №6. Знайти загальний розв’язок рівняння 0 xdyydx . 

Розв’язок: Для відокремлення змінних розділимо рівняння на xy , 

отримаємо 

00 
y

dy

x

dx

xy

xdy

xy

ydx
 - рівняння з розділеними змінними.  

Інтегруючи, знаходимо: 

   C
y

dy

x

dx
 Cyx  lnln  C

y

x
ln . 

Для спрощення вигляду загального розв’язку довільну зручніше записати в 

логарифмічному вигляді, тобто 
1

ln CC  , тоді 

11
lnln C

y

x
C

y

x
 , 

1
C

x
y   - загальний розв’язок. 

Відповідь: 
1

C

x
y  . 

Завдання №7. Проінтегрувати диференціальне рівняння і знайти 

інтегральну криву, що задовольняє умові   21 y ,   021 2  xydxdyx . 
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Розв’язок: Для того, щоб звести дане рівняння до рівняння з 

відокремленими змінними, розділимо обидві частини на  21 xy  : 

0
1

2
2





x

xdx

y

dy
. 

Інтегруємо отримане рівняння: 

C
x

xdx

y

dy



  21

2
 Cxy  21lnln . 

Для спрощення вигляду загального розв’язку довільну зручніше записати в 

логарифмічному вигляді 
1

ln CС  . 

Тоді загальний інтеграл рівняння матиме вигляд 

12
ln

1
ln C

x

y



. 

Виражаємо y  із останньої рівності і отримаємо загальний розв’язок 

вихідного рівняння 

 2

1
1 xCy  . 

Знайдемо інтегральну криву, що проходить через точку  2,1 . Для цього 

підставляємо значення 2,1  yx  до загального розв’язку і знаходимо відповідне 

значення 
1

C : 

  1112
11
 CC . 

Отже, 21 xy  - шукана інтегральна крива. 

Відповідь: 21 xy  . 

Завдання №8. Знайти загальний розв’язок рівняння 02  xyy . 

Розв’язок: Враховуючи, що 
dx

dy
y  , вихідне рівняння матиме вигляд  

02  xy
dx

dy
 або 02  xydxdy . 

Отримано рівняння з відокремлюваними змінними. 

Для того, щоб звести його до рівняння з розділеними змінними поділимо 

обидві частини на y , отримаємо: 
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02  xdx
y

dy
. 

Проінтегруємо отримане рівняння 

Cdxxy
y

dy
  2  Cxy  2ln 

2ln xCy  
2xCey  . 

Якщо замінити 
1

CeC  , отримаємо 

2

1

xe

C
y  . 

Відповідь: 
2

1

xe

C
y  . 

 

3. Диференціальні рівняння I-го порядку, що зводяться до рівнянь з 

відокремлюваними змінними 

 

Завдання №9. Знайти загальний інтеграл рівняння  xyy  cos . 

Розв’язок: Маємо рівняння типу  cbyaxfy  . Для того, щоб звести 

дане рівняння до рівняння з відокремлюваними змінними, необхідно зробити 

заміну 

cbyaxz   

В нашому випадку 

xyz  . 

Знайдемо 
dx

dz
 

1
dx

dy

dx

dz
. 

Так як   zxy
dx

dy
coscos  , то останнє рівняння матиме вигляд 

1cos  z
dx

dz
 - рівняння з відокремлюваними змінними. 

Знайдемо його розв’язок 
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 Cx
z

ctgdx
z

dz
dx

z

dz
z

dx

dz

21cos1cos
1cos  

Отже, підставивши в останнє рівняння xyz  , отримаємо загальний 

інтеграл вихідного рівняння 

Cx
xy

ctg 


2
. 

Відповідь: Cx
xy

ctg 


2
. 

Завдання №10. Знайти частинний розв’язок рівняння  2
128  yxy , що 

задовольняє умові  
2

1
0 y . 

Розв’язок: Дане рівняння є рівнянням типу  cbyaxfy  . Введемо 

заміну 128  yxz , тоді 
dx

dy

dx

dz
28 . Так як 2z

dx

dy
 , останнє рівняння матиме 

вигляд 

228 z
dx

dz
 . 

Інтегруючи, отримаємо 

   





 Cx
z

arctgdx
z

dz
dx

z

dz
dxzdz 2

22

1
2

4
2

4
42

22

2 . 

Підставивши 128  yxz , маємо 

Cx
yx

arctg 


2
2

128

2

1
. 

Для знаходження частинного розв’язку, в останнє рівняння підставляємо 

0,
2

1
 xy  і знаходимо С 

8
1

2

1 
 CCarctg . 

Отже, частинний розв’язок матиме вигляд: 











8
22128


xtgyx . 
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Відповідь: 
2

1
4

8
2 








 xxtgy


. 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Знайти розв’язок диференціального рівняння: 

1.     0118  dyydxx  

2. yxyy  4  

3.     054  dyxdxy  

4. yyxy lnsin   

5. 0236 2  dyxxdx  

6.   xx eyye 1  

7. 0cossin 22  xctgydyydxtgx  

8. 3yyyx  . 

 

Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, що задовольняє 

початковій умові: 

1.   13,02  ydyxdx  

2.   00,1 2  yxyxy  

3.     62,03  ydyxydx  

4. 1
2

,lnsin 










yyyxy  

5.   10,2  yyctgxy  

6.     00,1 22

 yyxey x  

7.     00,1  yeyye yx  

8.   11,
ln

2

 y
y

e
y

x

. 

 

 

Типові завдання з коментарем 

 

Завдання №1. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 

    0 dyxxydxyxy . 

Розв’язок: Дане рівняння є рівнянням з відокремлюваними змінними. Для 

того, щоб отримати рівняння з відокремленими змінними, розділимо обидві 

частини вихідного рівняння на xy : 

0
1

1
1

10 






















dy

y
dx

x
dy

xy

xxy
dx

xy

yxy
. 
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Інтегруючи останнє рівняння, знаходимо загальний інтеграл: 

.lnlnlnlnln

,lnlnln

,
1

1
1

1
1

CxyeCxyeCexy

Cyyxx

Cdy
y

dx
x

yxyxyx 
























 

 

Отже, загальний інтеграл вихідного рівняння матиме вигляд 

.Cxye yx  . 

Відповідь: Cxye yx  . 

Завдання №2. Знайти частинний розв’язок рівняння   xx eyye  221 , що 

задовольняє початковій умові   10 y . 

Розв’язок: Враховуючи, що 
dx

dy
y   , отримаємо 

    0101 2222  dxedyyee
dx

dy
ye xxxx . 

Розділимо змінні: 

0
1 2

2 


 dx
e

e
dyy

x

x

. 

Інтегруючи останнє рівняння, знаходимо загальний інтеграл 

1

3

12

2

31
Carctge

y
Cdx

e

e
dyy x

x

x




  . 

Використовуючи початкову умову, визначимо значення довільної постійної: 

4

3
1

4

3
1 3


 CC . 

Отже, частинний розв’язок вихідного рівняння має вигляд 

3 3
4

3
1 xarctgey 


. 

Відповідь: 3 3
4

3
1 xarctgey 


. 

Завдання №3. Проінтегрувати диференціальне рівняння   021 22  xyyx

, та знайти інтегральну криву, що проходить через точку  1,0
0

M . 
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Розв’язок: 

Враховуючи, що 
dx

dy
y  , отримаємо 

    021021 2222  dxxydyxxy
dx

dy
x . 

Розділимо змінні 

0
1

2
22





x

xdx

y

dy
. 

Інтегруючи обидві частини отриманого рівняння, 

C
x

xdx

y

dy



 

1

2
22

 

знаходимо загальний інтеграл 

Cx
y

 1ln
1 2

 

Для знаходження інтегральної кривої, що проходить через т.  1,0
0

M  

потрібно знайти С. Для цього у загальний інтеграл підставляємо 0,0  yx , 

отримаємо 

11ln1  CC . 

Отже, шукана інтегральна крива матиме вигляд 

1ln1

1
11ln

1
2

2




x
yx

y
 

Відповідь: 
1ln1

1
2 


x

y . 

Завдання №4. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

32  xyy . 

Розв’язок: Запишемо рівняння у вигляді 

32  xy
dx

dy
. 

Для того, щоб звести дане рівняння до рівняння з відокремлюваними 

змінними, зробимо заміну 32  xyz . Знайдемо 
dx

dz
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2
dx

dy

dx

dz
. 

Так як zxy
dx

dy
 32 , отримаємо 

  dx
z

dz
dxzdzz

dx

dz





2
22 . 

Інтегруємо останнє рівняння 

xCezCxzdx
z

dz



  22ln

2
1

. 

Робимо зворотну заміну 32  xyz , одержимо 

xx CexyCexy  21232 . 

Відповідь: xCexy  21 . 
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Практичне заняття №2 

 

Тема: Однорідні диференціальні рівняння 1-го порядку. 

План. 

1. Однорідні диференціальні рівняння І-го порядку. 

2. Диференціальні рівняння типу 













222

111

cybxa

cybxa
fy , що зводяться до 

однорідних.  

Мета: Навчитися знаходити розв’язки однорідних рівнянь та рівнянь, що до 

них зводяться. 

 

1. Однорідні диференціальні рівняння І-го порядку 

Завдання №1. Знайти загальний  розв’язок диференціального рівняння 

x

y

x

yx
y 




22

. 

Розв’язок: Перевіримо функцію  
x

y

x

yx
yxf 




22

, , що стоїть у правій 

частині рівняння, на однорідність 

 
   

 
 yxf

x

y

x

yx

x

y

x

yx
yxf ,,

22

2

22



















 , 

тобто виконується умова    yxfyxf ,,  , отже, функція  yxf ,  є 

однорідною нульового виміру, а вихідне диференціальне рівняння є однорідним. 

Розв’язок даного рівняння знаходимо за допомогою підстановки 

x

y
t  . 

Оскільки txy
x

y
t  , то txty  . Підставимо заміну у вихідне 

рівняння, отримаємо 

22

222

11 t
dx

dt
xtxtt

x

xtx
txt 


 . 
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Отримали рівняння з відокремлюваними змінними. Знаходимо його 

розв’язок  

 






x

dx

t

dt

x

dx

t

dt
t

dx

dt
x

22

2

11
1  

 xCtgtxCarctgtCxarctgt lnlnlnln  . 

В останнє отримане рівняння підставимо заміну 

   xCxtgyxCtg
x

y
lnln  . 

Відповідь:  xCxtgy ln . 

Завдання №2. Проінтегрувати диференціальне рівняння 
yx

xy
y




 . 

Розв’язок: Дане рівняння є однорідним, так як 

 
 
 

 yxf
yx

xy

yx

xy
yxf ,, 


















 , яке після введення заміни txtytxy  ,  

можна звести до диференціального рівняння з відокремлюваними змінними. 

Підставляємо заміну у вихідне рівняння 

1

1

1

1

1

1 2





















u

u

dx

dt
xt

t

t
xt

t

t
txt

txx

xtx
txt . 

Отримали рівняння з відокремлюваними змінними, розв’язок якого має 

вигляд 

  














Cx

u

du

u

udu

x

dx
du

u

u

x

dx
du

u

u
lnln

11

2

2

1

1

1

1

1
2222

 

 
1

lnln1ln
2

1
2

2




ux

C
arctgu

x

C
arctguu . 

Робимо зворотну заміну і знаходимо загальний інтеграл вихідного рівняння 

22
ln

yx

C

x

y
arctg


 . 

Відповідь: 
22

ln
yx

C

x

y
arctg


 . 
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Завдання №3. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 

2222 yxyx  , що задовольняє початковій умові   01 y . 

Розв’язок: Маємо рівняння виду 
2

22

2x

yx
y


 , яке є однорідним нульового 

виміру, так як  
   

 
 

 yxf
x

yx

x

yx
yxf ,

22
,

22

222

2

22















 . Зробимо заміну 

txtytxy  ,  і підставимо її у рівняння 
2

22

2x

yx
y


  

   dxttxdttt
dx

dt
ttxt

x

txx
txt 21212122

2

222

2

22




 . 

Розділяючи змінні, знаходимо 

 

   
   .ln11lnln

2

1

1

1
ln

2

1

1212

212

22

2

   











xCyCxx
t

dt

x

dx

tt

dt

x

dx

tt

dt

 

В останній вираз замість t  підставляємо 
x

y
, отримаємо 

     
 xC

x
xyxCyxxxC

x

y

ln
lnln11 








 . 

Отже, загальний розв’язок вихідного рівняння має вигляд 

 xC

x
xy

ln
 . 

Підставляємо у загальний розв’язок дану початкову умову   01 y  і 

знаходимо значення сталої C  

eCC
C

 1ln
ln

1
10 . 

Тоді частинний розв’язок вихідного рівняння має вигляд 

x

x
xy

ln1
 . 
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Відповідь: 
x

x
xy

ln1
 . 

2. Диференціальні рівняння типу 













222

111

cybxa

cybxa
fy , що зводяться до 

однорідних.  

Завдання №4. Проінтегрувати диференціальне рівняння 

  324  yxyyx . 

Розв’язок: Перетворимо рівняння до вигляду 

4

32






yx

yx
y . 

Знайдемо визначник 1
11

12

22

11


ba

ba
. 

Так як 0 , то рівняння можна звести до однорідного за допомогою 

перетворення 

kyymxx 
11

, . 

Оскільки 
11

, dydydxdx  , то 
1

1

dx

dy

dx

dy
y   і вихідне рівняння матиме 

вигляд 

 
 4

322

11

11

1

1






kmyx

kmyx

dx

dy
. 

Сталі m  і k  вибираємо так, щоб виконувалися рівності 









04

032

km

km
. 

Розв’язуючи дану систему, знаходимо значення 11,7  km . Таким 

чином, заміною змінних 11,7
11
 yyxx  вихідне рівняння зводимо до 

однорідного 

11

11

1

1
2

yx

yx

dx

dy




 . 
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Для розв’язку отриманого рівняння використовуємо підстановку 

txtytxy 



1111

, , одержимо 

t

t

dx

dt
x

t

t
xt

txx

xtx
xtt

txx

txx
xt

txx

txx
txt


























1

2

1

2222 2

1

1

2

1

11

1

2

1

1

11

11

1

11

11

1

 

В отриманому рівнянні розділяємо змінні та інтегруємо 

,ln2ln
2

1

2

2
ln

22

1
ln

2

2

2

1

22

1

2

1

2

1

22

1

1

2

1

1

2

1

1

Ct
t

t
x

t

tdt

t

dt

x

dx
dt

t

t

x

dx
dt

t

t

x

dx























    

 

звідки 
22

1

2

1

2

2
2 



















t

t
Ctx . 

Підставляємо в отриманий загальний інтеграл вираз 
7

11

1

1






x

y

x

y
t  і 

знаходимо загальний інтеграл вихідного рівняння  

 

22

1

2

2
7

11

2
7

11

7

11
27











































x

y
x

y

C
x

y
x . 

Після піднесення до квадрату обох частин останньої рівності, отримаємо 

простіший вигляд загального інтеграла 

 
2

1

2

2

2

11272

11272

7

11
27 














































xy

xy
C

x

y
x ; 

        2

1

22

1
22

11272112721172  xyCxyyx . 

Відповідь:         2

1

22

1
22

11272112721172  xyCxyyx . 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:
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1. 2
2

2


x

y
y  

2. 
x

y
yyx ln  

3. 
yx

yx
y




  

4. xyyy  2  

 

5. 
22

2

yx

xy
y


  

6. 
x

y
tg

x

yyx



 

7. 
y

x

x

y
y   

8. 
2

22

x

yxyx
y




Проінтегрувати диференціальне рівняння: 

1. 
324

12






yx

yx
y  

2. 

2

1

1














yx

yx
y  

3. 
133

3






yx

yx
y  

4. 
5

1






yx

yx
y . 

 

Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння: 

1.     01, 







 yx

x

y
arctgyyx  

2.     10,023 22  yxydxdyxy   

3.   11,2 



y

yyx

yxy
. 

 

Типові завдання з коментарем 

 

Завдання №1. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння 

    022 3434  dyxyxdxyxy . 

Розв’язок: Перетворимо рівняння до вигляду  yxfy , , в нашому випадку 

34

43

2

2

xyx

yyx
y




 . 

Перевіримо  yxf ,  на однорідність 
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   yxf
xyx

yyx

yxx

yyx
yxf ,

2

2

2

2
,

34

43

3344

4433















 , 

отже, маємо однорідне рівняння, розв’язок якого знаходимо за допомогою 

підстановки txtytxy  , , отримаємо 

3

4

334

443

21

2

2

2

t

tt

xxtx

xttxx
txt









 ; 

3

4

3

44

3

4

2121

22

21

2

t

tt

t

tttt
t

t

tt

dx

dt
x














 . 

Отримане рівняння з відокремлюваними змінними, зводимо до рівняння з 

відокремлюваними змінними і інтегруємо 

  .1ln1lnlnln
1

31

21

21

33

3

2

4

3

3

4

  






















CttxCttxdt
t

t

tx

dx

dt
tt

t

x

dx

t

tt

dx

dt
x

 Підставляючи в останню рівність заміну 
x

y
t  , знайдемо загальний інтеграл 

вихідного рівняння 

Cxyyx
x

y
C

x

y
x 
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3

3

1 . 

Відповідь: Cxyyx  33 . 

Завдання №2. Проінтегрувати диференціальне рівняння 

2

1

2
2 














yx

y
y . 

Розв’язок: Маємо диференціальне рівняння виду 













222

111

cybxa

cybxa
fy . 

Знаходимо визначник 01
11

10

22

11


ba

ba
, отже, вихідне рівняння 

зводиться до однорідного за допомогою заміни kyymxx 
11

, . 

Оскільки 
11

, dydydxdx  , то 
1

1

dx

dy

dx

dy
y   і вихідне рівняння і запишеться 

у вигляді 
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1

2
2

11

1

1

1

kmyx

ky

dx

dy
. 

Сталі m  і k  вибираємо так, щоб виконувалися рівності 


















3

2

01

02

m

k

km

k
. 

Отже, заміною змінних 2,3
11
 yyxx  дане рівняння зводимо до 

однорідного 

 2

11

2

1

2

11

1

1

1

1
2

123

22
2

yx

y

yx

y

dx

dy
y


















. 

За допомогою заміни 
11

txy  , отримаємо рівняння з відокремлюваними 

змінними 

   
 
 2

2

12

2

1

12

11

2

1

2

1

1

1

1

2
2

t

tt

dx

dt
xt

t

t

dx

dt
x

txx

xt
txt










 . 

Інтегруючи, отримаємо 

 
   

.2ln
1

ln
2

1
21ln

2

1
ln

1

1

1

2

11

1

12

2

2

1

222

1

1

2

2

1

1

CarctgttxC
t

t
arctgttx

dt
tttt

t

x

dx

tt

dtt

x

dx


































   

 

Підставляємо вираз 
3

2

1

1






x

y

x

y
t  і отримуємо 

3

2
2

1

1

1

1
22ln 




 x

y
arctg

CeyC
x

y
arctg

x

y
x . 

Відповідь: 23

2
2

 




x

y
arctg

Cey . 
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Практичне заняття №3. 

 

Тема: Лінійні диференціальні рівняння 1-порядку. Рівняння Бернуллі. 

План. 

1. Лінійні диференціальні рівняння І-го порядку. 

2. Рівняння Бернуллі.  

Мета: Навчитися розв’язувати лінійні диференціальні рівняння 1-го 

порядку та рівняння Бернуллі. 

 

1. Лінійні диференціальні рівняння І-го порядку 

Завдання №1. Розв’язати рівняння xyy sin . 

Розв’язок: Нагадаємо, що лінійне диференціальне рівняння має вигляд 

   xfyxpy  . У даному рівнянні     xxfxp sin,1  . Будемо шукати 

розв’язок у вигляді добутку двох функцій      xvxuxy  , тоді vuvuy  . 

Підставляємо y  і y  у вихідне рівняння, отримуємо 

  .sin

,sin

xvvuvu

xuvvuvu




 

Оскільки підстановка      xvxuxy   приводить до двох невідомих 

функцій  xu  і  xv , то одну з них можна вибрати довільно. Виберемо функцію 

 xv  таким чином, щоб мала місце наступна система: 









xvu

vv

sin

0
. 

Знайдемо розв’язок рівняння 0 vv , яке є рівнянням з відокремлюваними 

змінними  

  
12

ln0 cevCxvdx
v

dv
dx

v

dv
v

dx

dv x . 

Візьмемо 1
1
C , тоді xev  . 

Підставляємо v  у друге рівняння системи, одержуємо 
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Cxdxeuxdxeduxe
dx

du
xeu xxxx  

 sinsinsinsin . 

Знайдемо інтеграл, інтегруючи двічі частинами 





















 












xv

xdxdv

dxedu

eu

xdxexe

xv

dxedu

dvxdx

ue

xdxe
x

x

xx

x

x

x

sin

cos
coscos

cos

sin
sin  

     xdxexexexdxexexe xxxxxx sinsincossinsincos . 

Розв’яжемо рівняння відносно інтегралу: 

 

 .sincos
2

1
sin

,sincossin2

xxexdxe

xxexdxe

xx

xx












 

Підставляємо знайдений інтеграл і отримуємо 

  Cxxeu x   sincos
2

1
. 

Так як vuy  , то  

   xxCeyeCxxey xxx sincos
2

1
sincos

2

1









  . 

Відповідь:  xxCey x sincos
2

1
 . 

Завдання №2. Знайти загальний розв’язок рівняння і інтегральну криву, що 

задовольняє початковій умові 

  5,11,3  yxyyx . 

Розв’язок: Вихідне рівняння є лінійним, тому розв’язок  xy  будемо шукати 

у вигляді добутку двох функцій  xu  і  xv . Візьмемо vuy  , тоді vuvuy  . 

Підставляємо функцію vuy   та її похідну в дане рівняння, отримуємо 

    333 xvvxuvuxxuvvxuvuxxuvvuvux  . 

Оскільки підстановка      xvxuxy   приводить до двох невідомих 

функцій  xu  і  xv , то одну з них можна вибрати довільно. Виберемо функцію 

 xv  таким чином, щоб мала місце наступна система: 
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3

0

xvux

vvx
. 

Знайдемо розв’язок першого рівняння системи 

xCvCxv
x

dx

v

dv
v

dx

dv
xvvx

11
lnlnln00  . 

Виберемо одну з таких функцій, вважаючи, наприклад 1
1
C . Тоді   xxv  . 

Після підстановки функції   xxv   в друге рівняння одержимо 32 xux   або 

xu  , звідки C
x

u 
2

2

. Отже загальний розв’язок рівняння має вигляд: 

Cx
x

xC
x

uvy 









22

32

. 

Знайдемо інтегральну криву. Для цього у загальний розв’язок підставляємо 

значення 
2

3
5,1,1  yx  і знаходимо відповідне значення С: 

1
2

1

2

3
1

2

1

2

3
 CC . 

Отже, x
x

y 
2

3

- шукана інтегральна крива. 

Відповідь: x
x

y 
2

3

. 

 

2. Рівняння Бернуллі 

Завдання №3. Знайти загальний розв’язок рівняння 24 yx
x

y
y  . 

Розв’язок: Рівняння 241
yxy

x
y  - рівняння Бернуллі. Розв’язок даного 

рівняння будемо шукати у вигляді      xvxuxy  , тоді vuvuy  . 

Підставляємо y  і y  у вихідне рівняння, отримаємо: 

.

,

224

224

vux
x

v
vuvu

vux
x

uv
vuvu
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Одержимо систему двох рівнянь з відокремлюваними змінними 













224

0

vuxvu

x

v
v

. 

Знайдемо розв’язок першого рівняння системи 

xCvCxv
x

dx

v

dv

x

v

dx

dv

x

v
v

11
lnlnln0  . 

Виберемо одну з таких функцій, вважаючи, наприклад 1
1
C . Тоді   xxv  . 

Знаходимо розв’язок другого рівняння, підставивши знайдену функцію   xxv   

.
6

66

1
6

6

5

2

5

2

2525224

 






Cx
u

Cx

u
dxx

u

du

dxx
u

du
ux

dx

du
uxuxuxxu

 

Загальний розв’язок вихідного рівняння має вигляд 

   
Cx

x
xvxuy




6

6
. 

Відповідь: 
Cx

x
y




6

6
. 

Завдання №4. Знайти частинний розв’язок рівняння xxyyyx ln2 , що 

задовольняє умові   11 y . 

Розв’язок: Розділивши вихідне рівняння на x , одержимо рівняння Бернуллі: 

xy
x

y
y ln2 . Розв’яжемо дане рівняння за допомогою підстановки vuy  , 

vuvuy  , отримаємо 

xvu
x

v
vuvuxvu

x

uv
vuvu lnln 2222 








 . 

Виберемо v  таким чином, щоб мала місце наступна система 













xvuvu

x

v
v

ln

0

22

 

Розв’язок першого рівняння системи має вигляд: 
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x

C
vCxv

x

dx

v

dv

x

v

dx

dv

x

v
v 1

1
lnlnln0  . 

Візьмемо 
x

v
1

 , вважаючи, що 1
1
C . Підставляємо 

x
v

1
  у друге рівняння 

системи, одержимо 

   dx
x

x

u

du
dx

x

x

u

du
u

x

x

dx

du
u

x

x
ux

x
u

x
u

lnlnlnln
ln

11
22

22

2

2  

xC
u

Cx

u 2

2

ln

2

22

ln1


 . 

Отже, загальний розв’язок рівняння має вигляд 

 xCx
uvy

2ln

2


 . 

Для знаходження частинного розв’язку вихідного рівняння, підставляємо у 

загальний розв’язок 1,1  yx  і знаходимо відповідне значення С 

 
2

01

2
1 


 C

C
. 

Отже, частинний розв’язок матиме вигляд 

 xx
y

2ln2

2


 . 

Відповідь: 
 xx

y
2ln2

2


 . 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

1. yeey xx  2  

2. 23 yxxyy    

3. 2xy
x

y
y   

4. 
y

x
yy 2  

5. 02 2  xyyxy  

6. xyyyx ln2  

7. 32
x

x

y
y   

8. xxxyyx cossin22  . 
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Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, що задовольняє 

початковій умові: 

1.   11,2  yxyyx  

2.   00,01
1 2




 yx
x

y
y  

3.   10,3 22  yyeyy x   

4.   21,
33

2







 y
x

y

x

y
y . 

 

 

 

Типові завдання з коментарем 

 

Завдання №1. Знайти загальний розв’язок рівняння xytgxy cos . 

Розв’язок: Дане рівняння є лінійним диференціальним рівнянням І-го 

порядку, яке після підстановки      xvxuxy   можна звести до 

диференціального рівняння з відокремлюваними змінними: 

      vuvuyxvxuxy  . 

Підставимо заміну в початкове рівняння 

  .cos

,cos

xvtgxvuvu

xuvtgxvuvu




 

Виберемо функцію  xv  таким чином, щоб мала місце наступна система 









xvu

vtgxv

cos

0
. 

Розв’яжемо перше рівняння системи 
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.
cos

lncoslnln

0

1

1
x

C
vCxvtgxdx

v

dv

tgxdx
v

dv
vtgx

dx

dv
vtgxv





 

 

Виберемо одну з таких функцій, вважаючи 1
1
C . Тоді  

x
xv

cos

1
 . 

Знаходимо розв’язок другого рівняння системи, враховуючи, що 

 
x

xv
cos

1
  

.2sin
4

1

2

1
cos

coscoscos
cos

1

2

22

Cxxuxdxdu

xdxduxux
x

u





 

 

Отже, загальний розв’язок матиме вигляд 

   
x

Cxxxvxuy
cos

1
2sin

4

1

2

1








 . 

Відповідь: 
x

Cxxy
cos

1
2sin

4

1

2

1








 . 

Завдання №2. Знайти загальний розв’язок рівняння yeyey xx 22  . 

Розв’язок: Дане рівняння є рівнянням Бернуллі, тому розв’язок  xy  будемо 

шукати у вигляді добутку двох функцій  xu  і  xv . Візьмемо vuy  , тоді 

vuvuy  . Підставляємо заміну в початкове рівняння, отримуємо 

  .22

,22

uvevevuvu

uveuvevuvu

xx

xx




 

Виберемо функцію  xv  таким чином, щоб мала місце система 









uvevu

vev

x

x

2

02
. 

Розв’яжемо перше рівняння  

1

22202 Cevdxe
v

dv
ve

dx

dv
vev

xexxx   . 
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Візьмемо одну з таких функцій, вважаючи, наприклад, 1
1
C , тоді 

 
xeexv 2 . 

Розв’яжемо друге рівняння системи, враховуючи, що 
xeev 2   

    .222

22222

2

22

  







CeuCeudxee
u

du

dxee
u

du
uee

dx

du
ueeueueueeeu

xxx

xxxxxx

eeex

exxexeexexe

 

Отже, загальний розв’язок матиме вигляд 

       22
2

1
xxx eee CeeCexvxuy   . 

Відповідь:  21
xeCey  . 

Завдання №3. Проінтегрувати рівняння 
x

ytgxy
cos

1
  і знайти частинний 

розв’язок, що задовольняє початковій умові   1y . 

Розв’язок: Зробивши підстановку vuy  , vuvuy  , отримаємо 

 
x

vtgxvuvu
x

uvtgxvuvu
cos

1

cos

1
 . 

Маємо систему 












x
vu

vtgxv

cos

1

0

.  

Знайдемо розв’язок 0 vtgxv  

xCvCxvtgxdx
v

dv
tgxdx

v

dv
vtgx

dx

dv
coslncoslnln

11
  

. 

Вважаючи 1
1
C , виберемо частинний розв’язок xv cos . Далі шукаємо 

розв’язок рівняння 
x

vu
cos

1
 , де xv cos  

  Ctgxu
x

dx
du

x

dx
du

xdx

du

x
xu

222 coscoscos

1

cos

1
cos . 

Загальний розв’язок вихідного рівняння 

      xCtgxxvxuy cos . 



 42 

Для знаходження частинного розв’язку, що задовольняє умові   1y , 

потрібно в загальний розв’язок підставити 1,  yx   і знайти сталу С: 

     1101cos  CCCtg  . 

Підставивши значення 1C  в загальний розв’язок, отримаємо частинний 

розв’язок вихідного рівняння: 

  xxxtgxy cossincos1  . 

Відповідь: xxy cossin  . 
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Практичне заняття №4 

 

Тема: Диференціальні рівняння вищих порядків, що допускають зниження 

порядку.  

План. 

1. Рівняння типу    xfy n  . 

2. Рівняння типу   0,,  yyxF .  

3. Рівняння типу   0,,  yyyF . 

Мета: Навчитися знаходити загальний і частинний розв’язки рівнянь, що 

допускають зниження порядку.  

 

1. Рівняння типу 
   xfy n   

Завдання №1. Проінтегрувати диференціальне рівняння xxy 3cos . 

Розв’язок: Дане рівняння має вигляд  xfy  . Його загальний розв’язок 

можна знайти шляхом трикратного послідовного інтегрування. Після першого 

інтегрування отримаємо: 

 
1

2

3sin
3

1

2
3cos Cx

x
dxxxdxyy   . 

Знаходимо y  , інтегруючи отриманий вираз: 

21

3

1

2

3cos
9

1

6
3sin

3

1

2
CxCx

x
dxCx

x
dxyy 








  . 

Знаходимо загальний розв’язок вихідного рівняння: 

32

2

1

4

21

3

2
3sin

27

1

24
3cos

9

1

6
CxC

x
Cx

x
dxCxCx

x
dxyy 








  . 

Відповідь: 
32

2

1

4

2
3sin

27

1

24
CxC

x
Cx

x
y  . 

Завдання №2. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

x
y

1
 . 
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Розв’язок: Загальний розв’язок даного рівняння знайдемо шляхом 

послідовного інтегрування 

1
ln

1
Cxdx

x
dxyy    

 










2111

lnln

ln

ln CxCxxxxC
x

dx
xxx

xv

dxdv

x

dx
du

xu

dxCxdxdxyy

 

Відповідь: 
21

ln CxCxxxy  . 

2. Рівняння типу   0,,  yyxF  

Завдання №3. Знайти загальний розв’язок рівняння   01  yyx . 

Розв’язок: Маємо рівняння 2-го типу, що допускає зниження порядку 

  0,,  yyxF , що зводиться до розв’язку двох диференціальних рівнянь першого 

порядку за допомогою підстановки    
dx

dp
xpyxpy  , . Отже, вихідне 

рівняння з використанням підстановки матиме вигляд 

  01  p
dx

dp
x . 

Це рівняння першого порядку (з невідомою функцією p ). Помноживши 

його на dx , отримаємо рівняння з відокремлюваними змінними: 

   
11

ln1lnln1lnln
1

0
1

01 CxpCxpC
x

dx

p

dp

x

dx

p

dp
pdxdpx 





  

 Потенціюємо і отримуємо 

 
1

1 Cxp  . 

Тепер знайдемо y , для цього в останнє рівняння підставляємо 
dx

dy
p   

 
1

1 Cx
dx

dy
  

 






21

11 1ln
11

CxCy
x

dxC
dy

x

dxC
dy  
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Отже, загальний розв’язок має вигляд 

21
1ln CxCy   

Відповідь: 
21

1ln CxCy  . 

Завдання №4. Знайти частинний розв’язок рівняння 0 xyyx , що 

задовольняє умовам     00,00  yy . 

Розв’язок: Оскільки дане рівняння є рівнянням 2-го типу, що допускає 

зниження порядку, то за допомогою підстановки pypy  , , одержимо 

0 xppx  

- лінійне рівняння відносно p . 

Розв’язок отриманого лінійного рівняння шукаємо у вигляді добутку 

vuvupuvp  ,  

 

  .

,

,

xvvxuvux

xuvvxuvux

xuvvuvux







 

Отримаємо систему: 








xvux

vvx 0
. 

1)  

Cxv

x

dx

v

dv

x

dx

v

dv
vdxxdvv

dx

dv
xvvx

lnlnln

0



 
 

x

C
v  , при 1C  

x
v

1
 . 

2) xvux  . Підставляємо 
x

v
1

 , отримаємо  

1

2

1
2

1
C

x
Cxdxuxux

x
ux   . 

З огляду на те, що uvp  , маємо 
2

1
x

x

C
p  . Знайдемо 

1
C , вважаючи, що 

0 py , якщо 0x  (з умови): 00
1
C , тобто 0

1
C . Отже, 

2

x
p  . 



 46 

Так як 
dx

dy
yp  , отримаємо рівняння відносно y : 

2

2

42
C

x
y

x

dx

dy
 . 

Згідно умови 0y , якщо 0x , тому 0
4

0
0

22
 CC . Отже, шуканий 

частинний розв’язок 

2

4

1
xy  . 

Відповідь: 2

4

1
xy  . 

 

3. Рівняння типу   0,,  yyyF  

Завдання №5. Розв’язати рівняння    yyy  12
2

. 

Розв’язок: Дане рівняння не містить x , тобто є рівнянням 3-го типу, що 

допускає зниження порядку   0,,  yyyF , тому введемо нову функцію  ypp   

за формулою yp  , тоді 
dy

dp
py    і вихідне рівняння матиме вигляд: 

 
dy

dp
pyp 12 2  . 

Розділимо змінні, отримаємо 

   

 22

1

2

111

1

1lnln1ln2lnln1lnln
2

1

12








yCp

yCpyCpCyp
y

dy

p

dp

 

Повертаючись до функції y , отримуємо наступне рівняння  

 22

1
1 yC

dx

dy
. 

Після розділення змінних, маємо 

 
dxC

y

dy 2

12
1
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2

2

1

2

1

2

1

1
1 CxC

y
dxCdyy 


 



. 

У підсумку отримуємо загальний розв’язок вихідного рівняння 

2

2

1

1
1

CxC
y


 . 

Відповідь: 
2

2

1

1
1

CxC
y


 . 

Завдання №6. Знайти розв’язок задачі Коші     3
3

2

3
1,11,01  yyyyy . 

Розв’язок: Маємо рівняння 2-го порядку, що не містить явно x , тому 

шляхом заміни   yyp   це рівняння можна знизити на одиницю і отримати 

рівняння 1-го порядку з відокремлюваними змінними. Отже, якщо 

   
dy

dp
pypyyyp  , , то вихідне рівняння матиме вигляд: 

3

223 01
y

dy
dpp

dy

dp
py  . 

Інтегруючи, отримаємо 

3
121

3

32 3
1

2

31

2

1

3
C

y
pC

y

p
dyydpp  

 . 

З урахуванням того, що 
dx

dy
yp  , останнє рівняння перепишемо у 

вигляді 

3
12

3
1

2

3
C

y
y  . 

Перш ніж розв’язати його, знайдемо значення довільної сталої 
1

С , 

використовуючи початкові умови   












 3

2

3
1y . Підставивши їх в останнє 

рівняння, отримаємо 

03
2

3

2

3
3

2

3

2

3
11

3
1

3  CCC . 
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Отже, маємо рівняння 3
2

1

2

3

y
y  , яке розв’язується шляхом 

відокремлення змінних: 

dx

y

dy
y

dx

dy

y
y 





3
2

3
2

3
2

2

32

31

2

3
. 

Інтегруючи останнє рівняння, одержимо 

 
18

3
3

2

2

3

3

2

2

3

1

3

3
2

Cx
yCxydx

y

dy 
 



. 

З початкової умови   11 y  знаходимо 
2

C  

 
118

18

1
1 3

2

3

2 


 C
C

. 

Отже, шуканий частинний розв’язок визначається формулою 

 33 118
18

1
 xy . 

 

Відповідь:  33 118
18

1
 xy . 
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Завдання для самостійної роботи 

 

Знайти розв’язок диференціального рівняння: 

1. xxy sin2   

2. 
x

y
yyx


 ln    

3. 
x

y
1

  

4. 22 yyyyy   

5.   011 22  yyx  

6. 02  yyy  

7.   01  yyyy  

8. 0 yyx . 

 

Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння: 

1.     111,21 2  yyyyy  

2.     12,12,32 2  yyyy   

3.     000,  yyyyx  

4.       10,00,12 2  yyyyy  

5.     100,12  yyyyy  

6. 
   

  41

,21,1 2





y

yyyxyx
 

7.     11,31,
ln

2
 yy

x

x
y  

8.     10,00,2  yyey y . 
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Типові завдання з коментарем 

 

Завдання №1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

 

 5
4

3

8




x
y . 

Розв’язок: Маємо рівняння виду    xfy n  , розв’язок якого знаходять 

шляхом n- кратного інтегрування. Отже, розв’язок даного рівняння знайдемо 

4- кратним інтегруванням: 

 

    






155

4

3

2

3

8
C

xx

dx
dxyy  

    21314
33

2

3

2
CxC

x
dxC

x
dxyy 














   

    32

2

12213
2

1

33

1

33

2
CxCxC

x
dxCxC

x
dxyy 














   

  dxyy  

    















43

2

2

3

132

2

12
2

1

6

1

33

1

2

1

33

1
CxCxCxC

x
dxCxCxC

x
 

    
  43

2

2

3

1
33

1
CxCxCxC

x



 . 

Відповідь: 
  43

2

2

3

1
33

1
CxCxCxC

x
y 


 . 

Завдання №2. Проінтегрувати рівняння 02  yy . 

Розв’язок: Маємо рівняння виду  yfy  , для розв’язання якого 

використаємо підстановку py  . Вихідне рівняння матиме вигляд 

02  pp  або p
dx

dp
2 . Отримали рівняння з відокремлюваними змінними 

   

1

22ln222 CepCxpdx
p

dp
dx

p

dp
p

dx

dp x
. 
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Оскільки 
dx

dy
yp  , то 

.

2

1

21

2

21

2

1

2

1

2

1

2

CCey

CCeydxCedydxCedyCe
dx

dy

x

xxxx










 

Отже, загальний розв’язок вихідного рівняння  

21

2 CCey x   . 

Відповідь: 
21

2 CCey x   . 

Завдання №3. Проінтегрувати диференціальне рівняння 
3

6

y
y  . 

Розв’язок: Маємо рівняння 3-го типу, для розв’язання якого 

використаємо підстановку py  , тоді 

p
dy

dp

dx

dy

dy

yd

dx

yd
y 





 . 

Підставляємо y  і y   у вихідне рівняння, отримаємо  

33

66

y

dy
pdp

ydy

dp
p  . 

Інтегруючи, отримаємо 

y

yC
p

y
CpC

y

p

y

dy
pdp

66

2

6

2

6
2

1

2112

2 
  . 

Оскільки 
dx

dy
yp  , одержимо 

    .66

66

6

2

21

2

121

2

1

12

1

1

2

1

2

1

CxCyCCxCyC

dxC
yC

ydyC
dx

yC

ydy

y

yC

dx

dy













. 

Відповідь:  2

21

2

1
6 CxCyC  . 

Завдання №4. Знайти загальний розв’язок рівняння   01  yey x . 

Розв’язок: Дане рівняння не містить явно x , тобто є рівнянням 2-го 

типу, що допускає зниження порядку, тому введемо заміну  
dx

dp
yypy  , . 
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Підставивши y  і y   у вихідне рівняння отримаємо диференціальне рівняння 

1-го порядку з відокремлюваними змінними 

   






11

01
xx

x

e

dx

p

dp

e

dx

p

dp
pe

dx

dp
. 

Шляхом заміни змінної te x 1  знаходимо 

 
x

x

xx

e

e
CpCeep

1
lnln1lnln

11


 . 

Враховуючи, що 
dx

dy
yp  , одержимо 

 
21111

111
CexCydx

e

e
Cdydx

e

e
Cdy

e

e
C

dx

dy x

x

x

x

x

x

x










 



. 

Відповідь:  
21

CexCy x   . 
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