Лекція 3.
2.  ЗАГАЛЬНА ТЕОРІЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ

АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ (СЛАР)
2.1 Умови сумісності. Теорема Кронекера-Капеллі
Визначення 1. Лінійною системою m рівнянь з n невідомими (коротко ( СЛАР ) називається система такого виду:




(2.1)



 ( коефіцієнти системи; x1,...,xn ( невідомі;

b1,...,bm ( вільні члени.

Визначення 2. Система (2.1) називається однорідною, якщо 

, і неоднорідною, якщо 

.

Визначення 3. Розв’язком системи (2.1) називається така сукупність n чисел 

, що при підстановці в систему (2.1) перетворює всі рівняння цієї системи в тотожності.

Зауваження 1. Не всяка СЛАР має розв'язок, наприклад, система




не має жодного розв'язку.

Визначення 4. СЛАР називається сумісною, якщо вона має хоча б один розв’язок, і несумісною, якщо в неї не існує жодного розв’язку.

Визначення 5. Спільна СЛАР називається визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок, і невизначеною, якщо в неї існує принаймні два різних розв’язка.

Зауваження 2. Досить зручно записувати систему (2.1) у матричній формі. Згідно з (1.16) замість (2.1) можна записати:

AX=B
(2.2)

У теорії лінійних систем з'ясовуються три основних питання

1.  Дається спосіб установлення того, є система (2.1) сумісною чи ні.

2.  Для сумісної системи встановлюється критерій її визначеності.

3.  Пропонуються методи відшукання єдиного розв’язку сумісної системи у випадку її визначеності і всіх її розв’язків у випадку невизначеності.

Описані вище питання дослідження СЛАР можна представити у вигляді такої схеми
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З'ясуємо спочатку умови сумісності системи (2.1) і почнемо з розгляду однорідної лінійної системи (i(bi=0). Очевидно, що ця система завжди сумісна оскільки вона має так званий тривіальний ( або нульовий ) розв’язок x1=0, x2=0,...,xn=0.

Виникає питання про те, при яких умовах однорідна система має, крім зазначеного тривіального, ще й інші розв’язки (тобто є "нетривіально сумісною"). Перепишемо однорідну СЛАР в такий спосіб




(2.3)

Якщо серед набору (

 ) є відмінні від нуля числа, то це означає, що стовпці матриці А лінійно залежні, тобто принаймні один з них є лінійною комбінацією всіх інших і тоді за теоремою про базисний мінор такий стовпець не є базисним, а значить виконується умова 

. Справедливо й зворотне, якщо 

, то серед стовпців А існують лінійно залежні й умова (2.3) виконується на ненульовому наборі змінних, тобто система має ненульовий розв’язок. Тим самим ми довели наступну теорему.

Теорема 1. Для того, щоб однорідна СЛАР мала нетривіальний розв’язок, необхідно і достатньо щоб ранг матриці системи був меншим від числа невідомих, тобто виконувалася умова




(2.4)

Наслідок 1. Якщо в однорідної СЛАР m<n, то система має ненульовий розв’язок.

Дійсно, у цьому випадку




Наслідок 2. Квадратна однорідна система m = n має нетривіальний розв’язок тоді й тільки тоді, коли матриця А є виродженою, тобто виконується умова




(2.5)

Дійсно, у цьому випадку 

.

Умова (2.5) надалі буде дуже часто використовуватися в різних розділах алгебри, геометрії та математичного аналізу.

У загальному випадку неоднорідної системи для з'ясування умови сумісності поряд з матрицею системи А вводиться для розгляду розширена матриця 

, яка отримується з А шляхом додавання стовпця вільних членів




Теорема 2. (Кронекера-Капеллі). Для сумісності системи (2.1) необхідно і достатньо, щоб ранг матриці системи дорівнював рангу її розширеної матриці, тобто дотримувалася умова




(2.6)

Доведення. Необхідність. Очевидно, що 

, 

,..., 

, не є розв’язком нашої системи. Аналогічно (2.3) перепишемо неоднорідну СЛАР у вигляді




(2.7)

Нехай система сумісна. Це означає, що існує сукупність чисел 

, 

,...,

, що (2.7) є тотожністю. Але згідно з (2.7) останній стовпець матриці 

 є лінійною комбінацією інших її стовпців, тобто не належить до базисних. Але в такому випадку ранг матриці 

 дорівнює рангу матриці А, тобто виконується (2.6).

Достатність. Нехай 

. У цьому випадку існує базисний мінор М матриці А, що є базисним і для А1. Зрозуміло, що він не може містити стовпця вільних членів, оскільки такого стовпця немає в матриці А. За теоремою про базисний мінор останній стовпець матриці А1 є нетривіальною лінійною комбінацією базисних стовпців, а, отже, і всіх стовпців матриці А. Це означає, що існують числа 

, 

,...,

, серед яких є ненульові, при яких (2.7) перетворюється в тотожність, тобто система (2.1) сумісна.

Теорема доведена.

Наслідок. У випадку квадратної СЛАР m=n, якщо виконується умова detА (0, тоді 

, тому умова невиродженості матриці А є необхідною і достатньою для сумісності квадратної СЛАР.

2.2. Умови визначеності. Знаходження розв’язків довільної СЛАР. Правило Крамера
Теорема Кронекера-Капеллі дає відповідь на перше питання про сумісність системи. У випадку позитивної відповіді виникає питання про число розв’язків. З цього приводу існують дві теореми.

Теорема 3. Якщо ранг матриці сумісної системи дорівнює числу невідомих 

, то СЛАР має єдиний розв’язок.

Доведення. Нехай 

. Тоді існує мінор М, що є базисним як для А, так і для А1.

Оскільки кожен не базисний рядок матриці А1 є лінійною комбінацією її базисних рядків, то система (2.1) еквівалентна системі, що складається з тих рівнянь даної системи, у яких коефіцієнти при невідомих утворюють базисний мінор М. Остання система є невиродженою системою n рівнянь з n невідомими і має єдиний розв’язок, оскільки відповідно до доведеного раніше  для матриці такої квадратної системи існує єдина обернена матриця і єдиний розв’язок може бути отриманий за формулою




Але тоді і вихідна система має той же, що й еквівалентна квадратна, єдиний розв’язок і теорема доведена.

Зауваження 3. З теореми випливає, що якщо в (2.1) m>n, то у випадку сумісної визначеної системи 

 рівнянь повинні бути відкинуті. Це ті рівняння, коефіцієнти яких при визначенні рангу матриці А1 перетворилися в нульові рядки.

Зауваження 4. Для квадратної СЛАР 

 при виконанні умови, що detА(0 

, тобто невиродженість матриці квадратної СЛАР є умовою і сумісності, і визначеності такої системи.

Теорема 4. Якщо ранг матриці сумісної системи менший від числа невідомих (

 ), то системи має безліч розв’язків (система є невизначеною).

Доведення. Нехай система (2.1) сумісна і 

. Позначимо через М базисний мінор матриць А і А1. Не порушуючи спільності, можна вважати, що мінор М розташований у лівому верхньому куті матриці 

 (у протилежному випадку можна змінити нумерацію невідомих і порядок рівнянь у системі ).

Оскільки кожен не базисний рядок матриці А1 є лінійною комбінацією її базисних рядків, то в системі (2.1) відкидаємо 

 рівнянь, а в 

 рівняннях, що залишилися, усі 

 невідомих стають вільними й переносяться в праву частину.

У такий спосіб система (2.1) заміняється еквівалентною їй квадратною системою щодо базисних невідомих 

.




(2.8)

Оскільки detAr(0, то тут уже виконуються умови теореми 3 і система має єдиний розв’язок, однак базисні невідомі x1,...,xr виражаються не тільки через вільні члени 

, але і через вільні невідомі, котрі можуть приймати незлічену множину довільних значень 

. Тому система (2.8), а, отже, і (2.1) має незліченну множину розв’язків. Теорема доведена.

Зауваження 5. Якщо в (2.1) m<n і система сумісна, тобто 

, то 

 і тому система, у якій число рівнянь менше від числа невідомих, має незліченну множину розв’язків.

Доведені теореми дозволяють запропонувати такий алгоритм дослідження довільної СЛАР.

1. Знаходимо 

 і 

. Якщо 

, то система несумісна. Якщо 

, то переходимо до п.2.

2. Якщо 

, то система має єдиний розв’язок і переходимо до п.5.

3. Якщо 

, то вигляділяємо базисний мінор і базисні невідомі.

4. Дану систему заміняємо еквівалентною, що складається з тих 

 рівнянь і 

 невідомих, котрі відповідають базисному мінорові.

5. Одним з методів розв’язуємо квадратну СЛАР з 

 або 

 рівнянь і в першому випадку визначаємо всі невідомі як числа, а в другому випадку виражаємо базисні невідомі через вільні.

Таким чином, у всіх випадках сумісних СЛАР остаточні результати знаходяться із квадратної системи. Тому необхідно мати методи розв’язання тільки таких систем. Раніше ми вже одержали і застосовували матричний метод, що від самого початку був орієнтований саме на квадратні системи. Запишемо формулу (1.26) у розгорнутому вигляді







де 

 і т.д.

Але тоді можемо записати, з огляду на умову рівності матриць,




У такий спосіб для визначення всіх невідомих одержуємо такі формули



,
(2.9)

де 

 утворюється із 

 заміною 

-го стовпця стовпцем вільних членів.

Формули (2.9) називаються формулами Крамера, а їх використання для розв’язку СЛАР називається визначенням невідомих за правилом Крамера.

Основне значення формул Крамера полягає в тому, що вони дають явні вирази для розв’язку квадратної системи лінійних рівнянь (при 

) через коефіцієнти рівнянь і вільні члени. Практичне використання формул Крамера пов'язано з досить громіздкими обчисленнями (для розв’язку 

 рівнянь з 

 невідомими доводиться обчислювати (

 ) визначник 

-го порядку). Крім того, якщо коефіцієнти рівнянь і вільних членів знайдені приблизно, то використання формул Крамера може привести до великих похибок і в ряді випадків є недоцільним.

Приклад 1. Розв’язати за правилом Крамера СЛАР




Розв’язання.












.

Приклад 2. Дослідити і розв’язати систему рівнянь




Розв’язання. 1. Обчислимо 

 і 

, здійснюючи елементарні перетворення над матрицею 





Звідси випливає, що 

, тобто система сумісна.

2. Оскільки 

, то система має незліченну безліч розв’язків.

3. У якості базисних виберемо 

 і 

, тоді 

 і 

 є вільними невідомими.

4. Замінимо вихідну систему еквівалентною:




5.  Розв’язок еквівалентної системи має вигляд:




Вважаючи, що 

, 

, остаточний розв’язок системи представимо у такому вигляді:




Перевірка: Підставляючи знайдені значення при довільних 

 і 

 по черзі в рівняння вихідної системи, одержуємо




Відповідь:




Самостійно! Дослідити і записати розв’язок поданої системи рівнянь
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