ЛекцІя 5
3.1.  Тривимірний простір. Вектор і його проекції на осі. 
Лінійні операції над векторами
Визначення 1. Аналітичною геометрією називається розділ математики, у якому геометричні форми досліджуються за допомогою алгебраїчного аналізу (аналітичного методу).

В основі цього методу лежить так званий метод координат, уперше систематично застосований Декартом. В елементарній геометрії за допомогою чисел визначалися довжини відрізків і дуг, площі фігур, об’єм тіл, тобто вирішувалося питання про розміри геометричних форм. В аналітичній геометрії за допомогою чисел характеризується найістотніша їх особливість ‑ положення в просторі.

Визначення 2. Числа, що визначають положення геометричної форми в просторі, називаються її координатами.

При побудові аналітичної геометрії ми повинні прийняти одну якусь з форм за первинну, за допомогою якої ми будемо утворювати всі інші. Найпростіше за таку початкову форму прийняти геометричну точку. Тоді всяку іншу геометричну форму, наприклад, лінію або поверхню, можна розглядати як геометричне місце точок.

Прийнявши за початковий елемент точку, ми повинні насамперед показати, яким чином визначається положення точки в просторі за допомогою чисел. Це перша ідея методу координат. Друга ідея цього методу полягає у встановленні того, яким чином геометричні властивості лінії або поверхні відбивають на координатах точок, що належать цій фігурі.
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Зауваження 1. Найбільш поширений спосіб визначення положення будь-якої точки простору числами пов'язаний із прямокутною декартовою системою координат 

. Положення т. 

 однозначно визначене трьома дійсними числами ( координатами цієї точки (абсцисою, ординатою й аплікатою). Далі ми покажемо, що декартова система координат є окремим випадком афінної системи координат.

Зауваження 2. Більш компактно визначати положення точки і фігур у просторі можна за допомогою векторів, зокрема, для точки 

 за допомогою показаного на малюнку радіуса-вектора. Тому, перш ніж викласти елементарні відомості з аналітичної геометрії, розглянемо основні положення векторної алгебри.

Визначення 3. Вектором називається спрямований прямолінійний відрізок.

Наприклад, векторами є основні фізичні величини: сила, зміщення, швидкість, прискорення. У загальному випадку такі величини мають три характеристики:

1)  величина або модуль;

2)  напрямок;

3)  точка прикладання.




Позначаються вектори в математиці двома способами: або за допомогою двох великих літер 

, де 

 ( початок, 

 ( кінець вектора, або одною малою буквою, як і вище з рисою над нею 

 для відмінності від скалярних величин (чисел). Для позначення довжини або модуля вектора використовується символ 

 або 

.

Визначення 4. Вектор називається нульовим 

, якщо початок і кінець його збігаються.
Визначення 5. Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать або на одній прямій, або на паралельних прямих.

Визначення 6. Два вектори називаються рівними, якщо вони колінеарні, мають однакову довжину й однаковий напрямок.

З такого визначення рівності векторів майже очевидним стає наступне твердження. Які б не були вектор 

 і точка 

 простору, існує, і причому єдиний вектор 

 з початком у точці 

, що дорівнює векторові 

. Іншими словами, точка прикладання даного вектора 

 може бути обрана довільно, тобто вектори, досліджувані в математиці, є вільними (вони визначені з точністю до точки прикладання). У фізиці найчастіше зустрічаються вектори ковзні (сила в механіці абсолютно твердих тіл, яку можна думкою переміщати уздовж її лінії дії) і зв'язані (швидкість і прискорення матеріальної точки, прикладені в конкретній точці).

Лінійними операціями прийнято називати додавання векторів і множення вектора на дійсне число.




Визначення 7. Сумою 

 називається вектор, що йде з початку вектора 

 в кінець вектора 

, за умови, що 

 прикладено до кінця вектора 

 (правило трикутника).

Це правило (операція) має ті ж чотири властивості, що і додавання дійсних чисел:




1.  Комутативність 

. Ця властивість дозволяє замість правила трикутника застосовувати правило паралелограма.




2.  Асоціативність 

.

3.  Властивість нульового вектора 

.

4.  Існування протилежного вектора 

.

Зауваження 2. Ці властивості дозволяють узагальнити операцію додавання на будь-яке число векторів і одержати правило векторного багатокутника, 







а також визначити різницю векторів: 

Визначення 8. Добутком 

 вектора 

 на дійсне число 

 називається вектор 

, колінеарний векторові 

, що має довжину 

 і має напрямок, що збігається з напрямком вектора 

 при 

 і протилежний у випадку 

.

Користуючись визначеннями 7 і 8 неважко переконатися в справедливості таких властивостей:

5.  Дистрибутивність 

.

6.  Дистрибутивність 

.

7.  Асоціативність числових співмножників 


Зауваження 3. Використовуючи визначення 8, умову колінеарності можна записати так: 

.

Визначення 9. Лінійною комбінацією векторів 

 називається вектор 

.

Визначення 10. Вектори 

 називаються лінійно залежними, якщо їх нетривіальна (

 ) лінійна комбінація є нульовим вектором, тобто дотримується умова:




Якщо ж ця умова виконується тільки при 

, то 

 називаються лінійно незалежними.

Теорема 1. Необхідною і достатньою умовою лінійної залежності двох векторів є їх колінеарність.

Довести самостійно.

Визначення 11. Вектори називаються компланарними, якщо вони лежать або в одній площині, або в паралельних площинах.

Визначення 12. Три лінійно незалежних вектори 

, 

 і 

 утворять базис тривимірного простору, якщо будь-який вектор 

 може бути поданий у вигляді нетривіальної лінійної комбінації векторів 

, 

 і 

, тобто для будь-якого вектора 

 знайдуться такі дійсні числа 

, 

 і 

, що




(3.1)

Рівність (3.1) називається розкладанням вектора 

 по базису 

, 

, 

, а числа 

, 

, 

 ( координати вектора 

 щодо базису 

, 

, 

.

Справедливі такі фундаментальні твердження:

1.  Будь-яка трійка некомпланарних векторів 

, 

, 

 утворить базис у просторі.

2.  Будь-яка пара, що лежать у даній площині неколінеарних векторів 

, 

, утворить базис на цій площині.

Теорема 2. Необхідною і достатньою умовою лінійної залежності трьох векторів є їх компланарність.

Довести самостійно, використовуючи поняття базису на площині й теорему про базисний мінор (дивися далі доведення теореми 3).

Теорема 3. Будь-які чотири вектори в тривимірному просторі лінійно залежні.

Доведення. Візьмемо в просторі будь-які три лінійно незалежних вектори, позначимо їх як 

, 

, 

 і будемо розглядати їх як базис. Тоді для кожного з довільно узятої четвірки векторів 

, 

, 

, 

 можна записати розкладання (3.1) по даному базису:




Даній системі векторів відповідає матриця 





стовпцями якої є координати заданих векторів у базисі 

, 

, 

. Оскільки 

, то в нашому випадку ранг буде не більше трьох. Але тоді принаймні один зі стовпців матриці 

 є лінійною комбінацією інших, але в цьому випадку очевидно, що вектор, який відповідає даному стовпцеві, є лінійною комбінацією трьох інших векторів і теорема доведена.

Зауваження 4. При розв’язанні задач про визначення числа лінійно незалежних векторів у заданій системі необхідно знайти ранг відповідної матриці, якщо ж треба розкласти даний вектор по трьох лінійно незалежних векторах (базисові), тобто знайти коефіцієнти 

, 

, 

 у формулах типу (3.1), то задача зводиться до розв’язання неоднорідної СЛАР з трьома невідомими і невиродженою матрицею.

Визначення 13. Афінні координати в просторі визначаються заданим базисом 

, 

, 

 і деякою точкою 

, що називається початком координат. Тоді координатами будь-якої точки 

 простору називаються координати вектора 

 відносно базису 

, 

, 

.

При такому визначенні кожній точці простору відповідає три афінних координати 

, 

, 

.

Зауваження 5. Зрозуміло, що декартові прямокутні координати є окремим випадком афінних, що відповідає трьом взаємно ортогональним і одиничним базисним векторам.

Приклад. Дано трикутну призму. Розкласти вектор 

 по базису 

.




Розв’язання. З огляду на те, що 

, ввівши допоміжні вектори 

, відповідно до правила трикутника можемо записати:




тоді 

, тобто 

.




Розглянемо вектор 

 і довільно орієнтовану (на якій зазначений напрямок) пряму 

 і проведемо через точку 

 і 

 площини, перпендикулярні до


Визначення 14. Проекцією вектора 

 на вісь 

 називається взята з відповідним знаком довжина відрізка 

, тобто 




(3.2)

Знак "+", якщо напрямок від 

 до 

 збігається з напрямком 

.

Теорема 4. Проекція вектора 

 на вісь 

 дорівнює довжині вектора 

, помноженій на косинус кута нахилу вектора до осі:




(3.3)

Довести самостійно.

Основні властивості проекції вектора на вісь полягають у тім, що лінійні операції над векторами приводять до відповідних лінійних операцій над проекціями цих векторів на довільну вісь. Самостійно довести таку теорему про проекції вектора суми.

Теорема 5. Якщо 

, тоді 

.




Повернемося до прямокутної декартової системи координат як найважливішого окремого випадку афінної системи. Базисні вектори 

 (орти прямокутної системи) взаємно перпендикулярні і кожний з них одиничної довжини.

Відповідно до загальної теорії афінних координат кожен вектор 

 може бути, і притому єдиним способом, розкладений по декартовому прямокутному базису 

, тобто для кожного вектора 

 знайдеться, і причому єдина, трійка чисел 

, за якою буде справедливою рівність:




(3.4)

Числа 

 називаються декартовими прямокутними координатами вектора 

. Якщо 

 будь-яка точка простору, то декартові прямокутні координати цієї точки збігаються з координатами радіуса-вектора цієї точки.

Теорема 6. Декартові прямокутні координати 

 вектора 

 дорівнюють проекціям цього вектора на осі 

 відповідно.

Довести самостійно, користуючись малюнком і визначенням проекції вектора на вісь 

 базису.

Зауваження 6. Неважко помітити, що тільки для прямокутної декартової системи координат вектора збігаються з його власними проекціями. У розглянутому раніше прикладі з трикутною призмою координата вектора 

 відносно вектора 

 дорівнює 

, але навіть візуально зрозуміло, що проекція 

 на 

 більше 

, тобто в неортонормованому базисі координата і проекція на збігаються.

Кути нахилу 

, 

 і 

 вектора 

 до осей 

 безпосередньо можна визначити, якщо згадати визначення проекції вектора на вісь, тоді направляючі косинуси вектора 

 визначаються за формулами:




(3.5)

Оскільки квадрат діагоналі прямокутного паралелепіпеда дорівнює сумі квадратів його сторін, тоді




(3.6)

і тоді формули (3.5) перепишуться так:




(3.7)

Використовуючи (3.7) легко показати, що сума квадратів напрямних косинусів будь-якого вектора дорівнює одиниці




(3.8)




Зауваження 7. Формули (3.6) і (3.7) показують, що будь-який вектор у просторі можна задавати аналітично, якщо обрана прямокутна декартова система координат і відомі три числа ( проекції вектора 

 на осі цієї системи. При цьому пишуть 

. Знаючи 

 без побудови вектора 

 маємо про нього повну інформацію, оскільки згідно з (3.6) обчислюємо довжину, а за формулами (3.7) визначаємо напрямок у просторі.

Неважко помітити, що якщо відомі прямокутні декартові координати початку 

 і кінця 

 деякого вектора, то проекції вектора 

 на осі тієї ж системи координат визначаються як різниці координат кінця і початку 



 





Часто в додатках використовується формула



,
(3.9)

яка називається розкладанням радіуса-вектора точки на складові уздовж координатних осей.

Зауваження 8. Реальний простір, геометрію якого ми почали описувати за допомогою векторної алгебри, називається тривимірним простором, оскільки його точки природним способом представляються трійками дійсних чисел. Ми будемо позначати його як 

. Довільну площину природно позначати через 

. Зрозуміло як уводяться вектори й операції над ними в 

, треба тільки в розглянутих нами формулах відкинути треті компоненти.

Узагальненням простору 

 і 

 є простір 

, де 

 ( довільне натуральне число. Простір 

 при 

 є математичною вигадкою, що допомагає математично розібратися в складних явищах. Перш ніж розглянути 

 і ввести поняття лінійного простору, ознайомимося з іншими (крім лінійних) операціями над векторами.

3.2. Скалярний, векторний і змішаний добутки векторів в 

. Умови колінеарності і компланарності векторів
Визначення 15. Скалярним добутком двох векторів називається число, що дорівнює добуткові модулів цих векторів на косинус кута між ними.




(3.10)

Зауваження 9. Рівність (3.10) можна переписати в такій еквівалентній формі:




(3.11)

Наслідок 1. Необхідною і достатньою умовою ортогональності двох векторів є рівність нулю їхнього скалярного добутку.

Наслідок 2. Два ненульових вектори 

 і 

 складають гострий (тупий) кут тоді й тільки тоді, коли їхній скалярний добуток позитивний (негативний).

Зауваження 10. Ще раз нагадаємо, що в математиці усі вектори розглядаються як вільні, а, отже, при введенні поняття кута між двома векторами їх можна вважати прикладеними в одній точці.

Користуючись визначенням можна показати, що скалярний добуток має такі основні властивості:

1.  

 (комутативність);

2.  

 (асоціативність щодо скалярного множника);

3.  

 (дистрибутивність щодо суми);

4.  

, якщо 

, 

.

Властивості 1-4 дозволяють при скалярному перемножуванні векторних багаточленів виконувати дії почленно, не зважаючи при цьому на порядок векторних множників і сполучаючи числові множники.

Нехай даний деякий базис 

, 

, 

 і задані компоненти (координати) векторів 

 і 

 в цьому базисі, тоді




(3.12)







Визначення 16. Базис називається ортонормованим, якщо його вектори попарно ортогональні й за довжиною дорівнюють одиниці, тоді




Зокрема ці умови виконуються для ортів прямокутної декартовой системи координат 

 і тоді скалярний добуток двох векторів, заданих у такій системі, згідно з (3.12) обчислюється за формулою




(3.13)

Наслідок 1. Необхідною і достатньою умовою ортогональності векторів, заданих у прямокутній декартовій системі координат, є рівність




Наслідок 2. Кут між двома векторами через їхні проекції визначається за формулою




Наслідок 3. Відстань між двома точками визначається за формулою




Визначення 17. Упорядкована трійка некомпланарних векторів називається правою, якщо з кінця третього вектора найкоротший поворот від першого до другого є таким, що відбувається проти годинної стрілки.

Визначення 18. Векторним добутком векторів 

 і 

 називається вектор 

, що відповідає таким трьом вимогам:

1.  

;

2.  

 ортогональний до векторів 

 і 

;

3.  

 ( права трійка векторів.

Записане визначення вектора 

 допускає таку геометричну інтерпретацію: по модулю вектор 

 дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах 

 і 

 як на сторонах, і спрямований перпендикулярно до площини паралелограма в той бік, звідки найкоротший поворот від 

 до 

 є таким, що відбувається проти годинної стрілки.



 


З фізичних додатків векторного добутку відзначимо формулу для обчислення моменту сили щодо центра 




,

де 

 ( радіус-вектор точки прикладання сили щодо центра 

.

Зауваження 11. Оскільки для колінеарних векторів 

 або 

, то необхідна і достатня умова колінеарності двох векторів має вигляд 




Користуючись визначенням легко перевірити такі алгебраїчні властивості векторного добутку:

1.  

 (антикомутативність);

2.  

 (асоціативність щодо скаляра);

3.  

 (дистрибутивність щодо суми);

4.  

.

Якщо два вектори 

 і 

 визначені в прямокутній декартовій системі координат, то користуючись властивостями 1-4, а також з огляду на те, що для орт 

 виконуються такі рівності: 






;




одержуємо таку формулу для обчислення векторного добутку двох векторів:







Неважко помітити, що права частина цієї формули являє собою розкладання по першому рядку визначника такого типу:




(3.14)

Формула (3.14) називається представленням векторного добутку у вигляді визначника третього порядку.

Тепер умова колінеарності двох векторів запишеться у вигляді трьох рівностей




Цю ж умову можна подати так:




тобто для колінеарності векторів їхні проекції повинні бути пропорційними.

Визначення 19. Змішаним (векторно-скалярним) добутком векторів 

 називається число, яке одержуємо, перемноживши векторно перші два вектори, а потім отриманий вектор помножити скалярно на 

: 

.

Теорема 7. Змішаний добуток 

 дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на приведених до одного початку векторах 

, узятому зі знаком "+", якщо трійка векторів права.

Доведення. З елементарної геометрії відомо, що 









З іншого боку




Згідно з (3.11) 
[image: image1.wmf]c
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. Теорема доведена.

Наслідок 1. З огляду на те, що обсяг не залежить від того, яка з граней прийнята як основу, можемо записати:




тобто в мішаному добутку знаки скалярного і векторного множення можна ставити у довільному порядку.

Наслідок 2. Необхідною і достатньою умовою компланарності трьох векторів є змішаний добуток, що дорівнює нулю.

Якщо скористатися для векторного добутку формулою (3.14), то мішаний добуток векторів, заданих у прямокутній декартовій системі координат також можна подати у вигляді визначника третього порядку. Дійсно,



(3.15)

Тепер умова компланарності запишеться у вигляді визначника (3.15), який дорівнює нулю.

Приклад 1. Знайти площу трикутника з вершинами 

, 

, 

.

Розв’язання . Знаходимо проекції векторів 

 і 

.



 





Приклад 2. Обчислити обсяг трикутної піраміди з вершинами

O(1,1,2), A(2,3-1), B(2,-2,4),C(-1,1,3).

Розв’язання. Знаходимо проекції векторів 

:



.

Оскільки об’єм піраміди складає шосту частину від об’єму призми, побудованої на тих же векторах (

 

), то результат одержуємо використовуючи теорему 7:
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