Лекція 8. ГРАНИЦЯ ПОСЛІДОВНОСТІ

Теорія границь займає центральне місце в математиці. Вона є фундаментом математичного аналізу, на ній побудоване диференціальне й інтегральне числення. Нагадаємо, що вже в елементарній математиці за допомогою граничних переходів визначається довжина кола, знаходяться об'єм конуса й проводиться ряд інших обчислень у геометрії. Ця теорія була також використана при визначенні суми нескінченно спадної геометричної прогресії.

Щоб поступово перейти до строгого визначення операції граничного переходу, розглянемо спочатку найпростішу форму такої операції, що ґрунтується на понятті границі числової послідовності.

1.1. Границя числової послідовності й основні  теореми про границі 
Визначення 1. Якщо кожному натуральному числу 
[image: image24.bmp] (n=1,2,…) за певним законом поставлене у відповідність дійсне число 

, то нескінченна множина дійсних чисел




  
називається числовою послідовністю або просто послідовністю.


При цьому окремі числа 

 називаються елементами або членами послідовності, символ 

 позначає так званий загальний елемент послідовності, а число 

 при цьому називається номером елемента послідовності й означає, на якому місці в послідовності знаходиться число 

.


Зауваження 1. Варто мати на увазі, що 

 й 

 при 

 вважаються відмінними як елементи послідовності, хоча, можливо, що як числа вони рівні між собою. 


Зауваження 2. З визначення випливає, що множина значень послідовності може бути як скінченою так і нескінченною, у той час як множина її елементів завжди є нескінченною, як нескінченний натуральний ряд чисел.


Наприклад, у послідовності




 

множина значень складається всього із двох чисел, але число елементів нескінченне й на всіх непарних місцях у цій послідовності стоять нулі, а на парних - одиниці.


Надалі ми будемо, як правило, користуватися двома основними способами завдання числових послідовностей. 

1. При формульному способі повинен бути заданим аналітичним способом вираз (формула), що дозволяє обчислити кожний член послідовності за його номером. Наведемо приклади такого способу опису послідовностей
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2.  При рекурентному способі повинен задаватися перший елемент 

 (або декілька перших 

), а також бути відомою формула, що пов'язує 

-й член із сусідніми, наприклад, з 

-м і 

-м.

а) 
[image: image3.wmf]      
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Неважко помітити, що це відома з елементарної математики арифметична прогресія.

б) 
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Тут числовою послідовністю є геометрична прогресія
в) 
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Так рекурентним способом описується відома в математиці числова послідовність, що зветься числами  Фібоначі


 

Для візуалізації багатьох міркувань і доказів досить корисною є геометрична інтерпретація числових послідовностей, яку також можна здійснити двома способами.


По-перше, геометрично послідовність 

 зображається на числовій прямій (осі 

) у вигляді послідовності точок, координати яких дорівнюють відповідним елементам послідовності.

Наприклад, декілька перших елементів послідовності 
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 можна зобразити так

                    x4    x3            x2                                     x1
[image: image1.wmf]  
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Мал.1

Неважко помітити, що вся нескінченна множина елементів такої послідовності міститься в напівінтервалі (0,1], тобто виконується умова
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причому зі збільшенням номера елементи наближаються до початку осі x, тобто точки з координатою, що дорівнює нулю, залишаючись правіше від цієї точки.


Якщо зобразити декілька перших елементів послідовності 

, то прийдемо до такої картини

      x1                        x3    x5          x4         x2

                                                                                           

     -1                      -1/3 -1/5  0     1/4        1/2              1          x





Мал.2

Тут уже всі елементи послідовності належать відрізку 

, тобто




 

із збільшенням номера елементи знову прагнуть до нуля, але тепер це прагнення має двосторонній характер, тому що елементи приймають по черзі додатні та від’ємні значення.


Самостійно!  Дати геометричну інтерпретацію за таким способом для всіх наведених вище прикладів числових послідовностей.


Зазначимо, що використання геометричної інтерпретації є досить корисним на початковій стадії вивчення числових послідовностей, тому що за допомогою побудови подібних малюнків можна побачити закономірності в поводженні елементів зі збільшенням їхнього номера, що особливо корисно для одержання первинної інформації про існування границі числової послідовності, про що докладніше  буде сказано нижче.


По-друге, можна геометрично зображати числову послідовність у вигляді точок площини, відкладаючи на осі абсцис номер елемента послідовності, а на осі ординат - значення цього елемента.

Тоді декілька перших елементів послідовності 

 зображуються так.


Звернемо увагу на дві особливості в побудові картини:

1. Значенню 

 на осі абсцис нічого  не відповідає на площині.

2. Побудовані точки не можна з'єднувати будь-якими лініями, тобто якщо дивитися на малюнок як на графік, то він має дискретний характер: між будь-якими двома натуральними числами на горизонтальній осі в даній інтерпретації немає значень, а значить і на площині немає точок.


Другий спосіб інтерпретації, так само як і перший, корисний для виявлення закономірностей у заданій послідовності.


Самостійно! Дати геометричну інтерпретацію у вигляді точок площини для заданих  у прикладах числових послідовностей.


Визначення 2. Число 

 називається границею послідовності 

, якщо для будь-якого малого додатного числа 

 існує (знайдеться) залежне від 

 натуральне число 

таке, що для всіх 

 виконується нерівність





У цьому випадку пишуть 

 або 

 при 

. 

Використовуючи символи математичної логіки дане визначення можна записати у вигляді такого ланцюжка формул


 


(1.1)

Визначення 3. Послідовність, у якої існує границя, надалі називається збіжною, якщо ж 

 не існує, то така послідовність називається розбіжною.


Коротке визначення збіжної послідовності можна записати так



 



(1.2)


Використовуючи другий спосіб геометричного зображення послідовностей, факту існування границі можна дати таку інтерпретацію. Якщо число 

 є границею послідовності 

 то, задавшись будь-яким малим числом 

, проведемо через точки 
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 на вертикальній осі прямі, паралельні осі абсцис, виділяємо на площині смужку  шириною 

. Тоді при  будь-якому фіксованому 

 ми зможемо вказати залежний від 

 номер (для кожного 

 свій), починаючи з якого всі елементи послідовності потрапляють у показану на малюнку заштриховану смужку й жоден з них при 

не може перебувати за її межами.


Покажемо на початку, як користуючись визначенням можна довести існування границі для заданої послідовності.


Приклад 1.1. Знайти межу послідовності






Розв’язання. Щоб побачити закономірності в поведінці елементів послідовності, зобразимо декілька її перших членів на дійсній осі

               x1                                        x2           x3         x4         


               0                                       1/2          2/3       3/4      1          x

            



Мал.5

Неважко помітити, що зі збільшенням номера значення членів послідовності зростають, але оскільки чисельник менше знаменника, не можуть бути більше одиниці. Підозрілим як границя даної послідовності є, отже, число 

. Щоб строго довести цей факт, необхідно знайти число 

.


Оскільки 

, то в нашому випадку





Візьмемо довільне число 

 й зажадаємо виконання умови





Уведемо в розгляд функцію




,
яка в математичному аналізі відіграє важливу роль, називається 

 або ціла частина числа 

, тобто це найбільше ціле число, яке менше або дорівнює 

. Наприклад [3,73]=3,  [-4,1]= -5 і т.д. Графік такої функції має вигляд (мал.. 6). Введення такої функції тут необхідно нам для того, щоб правильно скористатися отрима-ною нерівністю, у лівій частині якої знаходить-ся натуральне число, а в правій - дійсне.


Припустимо, що













(1.3)


Тоді для 

 й відповідно визначення це означає, що 

 й нами доведений факт існування границі даної послідовності й знайдене значення границі.


Покажемо тут, що формула (1.3) забезпечує виконання умови



 
при будь-яких значеннях 

.


Дійсно, якщо 

, то з (1.3) 

, це означає, що, починаючи з одинадцятого елемента, різниця між членом послідовності й одиницею за модулем повинна бути менше однієї десятої. Перевірка безпосередньою підстановкою приведе до такого результату






При 

 з (1.3) будемо мати 





  і т.д.


Приклад 1.2. Користуючись визначенням довести, що число 

 є границею послідовності






Розв’язання. Тут нам уже заздалегідь задали число, підозріле як границя, і щоб довести твердження необхідно знайти число 

. Перетворимо формулу для загального члена послідовності очевидним способом






Тоді






Остання нерівність очевидна, тому що ми зменшили знаменник, і більш зручна для визначення 

 за заданим 

. Візьмемо будь-яке 

 й зажадаємо виконання умови
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Звідси видно, що потрібне за визначенням число 

 необхідно обчислювати за формулою





Зрозуміло, що при 

     

, а це й означає, що


.


Самостійно! Аналогічно до попереднього приклада припустимо, що 
[image: image10.wmf]01
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 й провести відповідні розрахунки, що наочно показують, що при 

.


Зауваження 3. Показаний у цих прикладах шлях доведення існування границі безпосередньо за допомогою визначення, що зводиться до знаходження номера 

, є доволі тонким і громіздким. Далі ми розглянемо практичні прийоми, які дозволяють знайти границю при будь-якому складному поданні загального члена послідовності.


Зауваження 4. З визначення границі випливає, що для  

виконується подвійна нерівність 

, тобто при 

всі члени послідовності потрапляють в інтервал 

. Цей інтервал називається 

-околом точки 

 й надалі позначається так



[image: image11.wmf](
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(1.4)


Тоді “мовою околів” визначення границі можна записати так
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(1.5)


Зауваження 5. Відповідно до формули (1.5), якщо 

, то яким-би не був 

-окіл точки 

, всі точки 

 послідовності, починаючи з деякого номера, повинні потрапляти в цей окіл, тобто за межами будь-якого вузького околу точки 

 може перебувати лише скінчене число елементів послідовності.


Самостійно! Користуючись зауваженнями 4 і 5 показати, що послідовність 

із загальним елементом 

 є розбіжною.

2.  Довести за допомогою визначення (1.5), що якщо 

, то


а) 



б) 



Теорема 1.1. (про єдиність границі). Числова послідовність може мати тільки одну границю.


Доведення. Проведемо міркування методом від супротивного, тобто припустимо, що послідовність 

має дві різних границі 

 й 

 і нехай для визначеності 

. Тоді з (1.5) випливає, що якщо взяти те саме 

, то 
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(1.6)
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(1.7)


Ще раз підкреслимо, що у визначенні границі число 

 довільне, тобто може бути тим самим в (1.6) і (1.7) і підберемо його так, щоб околи точок 

 і b не перетиналися, тобто виконувалася умова
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(1.8)


Якщо зобразити зазначені околи на дійсній осі, то неважко помітити, що (1.8) виконується, якщо припустити, що, наприклад, 

 (при 

 вони дотикаються один до одного).



При такому виборі 

, відповідно до зауваження 5, якщо 

, то поза 

перебуває лише скінчене число членів послідовності. Але тоді в 

 потрапляє лише скінчене число 

, а це значить, що b не може бути границею. Отримане протиріччя з вихідним припущенням про дві границі й доводить теорему.


Визначення 4. Послідовність 

називається обмеженою зверху, якщо виконується умова












(1.9)


Аналогічно визначається послідовність обмежена знизу 











(1.10)


Послідовність 

називається просто обмеженою, якщо вона обмежена й знизу, і зверху, тобто




 





(1.11)


Зауваження 6. Найчастіше визначення обмеженої послідовності записують так











(1.12)


Це визначення еквівалентне (1.11), якщо припустити, що





Геометрично факт обмеженості 

означає, що всі члени послідовності належать 

.


Теорема 1.2. (про обмеженість збіжної послідовності). Якщо послідовність має скінчену границю, то вона обмежена.


Доведення. Нехай 

. За визначенням це означає, що для 

знайдеться такий номер 

, при якому











(1.13)


Скориставшись відомою з елементарної математики узагальненою формулою трикутника
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(1.14)

можна записати






З огляду на (1.13) тепер можемо записати








Якщо припустити





то можемо записати





і теорема доведена.


Зауваження 7. Відповідно до доведеної теореми всяка збіжна послідовність обмежена, але зворотне твердження невірне, тобто не всяка обмежена послідовність має скінчену границю, наприклад, послідовність 

 обмежена, але не є збіжною.


Теорема 1.3. (теорема про границю (затиснутої( послідовності). Якщо послідовності 

такі, що 

1)   


2)   


тоді послідовність 

сходиться й 
 




 EMBED Equation.2  


Доведення. За визначенням границі для 

 знайдуться номери 
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такі, що




Тоді припустивши, що 

, будемо мати





і теорема доведена.


Приклад 1.3. Довести, що при 

, то 






Розв’язання. Якщо 

, то виконується очевидна нерівність 

. Уведемо позначення





тоді 

.


Якщо скористатися відомою з елементарної математики нерівністю Бернулі

при  


то можемо записати 





Звідси одержуємо наступну оцінку




Якщо тепер скористатися теоремою 1.3 для трьох послідовностей 
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і врахувати, що 

, то дійдемо висновку, що 
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Теорема 1.4. Якщо 

, причому 

, тоді






Доведення. Як і в теоремі 1.1 виберемо 

 так, щоб 
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 не перетиналися, наприклад, візьмемо 

.

Відповідно до визначення границі можна знайти такі номери 
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, при яких виконуються умови
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Припускаючи, що 

, можемо записати


 


і теорема доведена.


Наслідок 1. Якщо  

 й 

, то 





Для доведення цього твердження досить у теоремі 1.4 припустити, що 

, тобто взяти в якості другої стаціонарну послідовність.


Наслідок 2. Якщо 

 й 

, тоді 
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