
Л.1.  Метод скалярних функцій Ляпунова, основні положення 
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Геометрична інтерпретація теорем другого методу Ляпунова 
 

 

 

 



 
 

 

Производная вспомогательной функции в силу системы уравнений 

возмущенного движения: 
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                     (1.1) 

 

 Сами вспомагательные функции  наперед не известны, поэтому метод 

еще называют методом функций Ляпунова. 

 

      Додатньо визначена функція: 

 



 

 
 

 

Визначити стійкість нульового ров’язку нелінійної динамічної системи 

методом функцій Ляпунова 

 

 
  

Якобіани систем: 

 

 
 

Матриці лінійного наближення – не дають можливості провести аналіз 

стійкості (критичний випадок нульового кореня): 



 
 

Відповідь може дати наступна Ф.Л. (додатньо визначена функція): 

 

                                                                       
Її похідна в силу вихідних нелінійних систем: 

 

 
 

 

Теор. Нульовий розв’язок системи  

    
глобально асимптотично стійкий, якщо існує Ф.Л.,  V(x): 

             

 
 

Тому нульовий розв’язок першої системи глобально асимптотично стійкий – 

другої системи нестійкий, а третьої стійкий, але неасимптотично. 
 

 

                
 

 

 

 

Понятие положительно определенной функции. 

Функция  V(x1,...,xn) > 0 при 0x  и  V(0)=0 называется положительно 

определенной. В начале координат V(x) имеет глобальный минимум. 



 Если разложение некоторой функции  Z(x): Z(0)=0    в ряд Тейлора в 

окрестности нуля (x=0) начинается с квадратичных членов, то условия 

положительной определенности (локального минимума в нуле) определяются 

из критерия Сильвестра (наличие линейных членов гарантировало бы 

знакопеременность функции). 

 Так, например, фукция от двух переменных в малой окрестности нуля 

представляется квадратичной формой  
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           (1.2) 

 

Положительность всех главных  диагональных миноров матрицы 

квадратичной формы Q (критерий Сильвестра) гарантирует положительную 

определенность функции Z(x) в достаточно малой окрестности нуля 
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                                             (1.3) 

 

Если эти условия выполнены, то линии уровня функции Z(x) = C  при 

достаточно малых значениях константы  C  представляют собой замкнутые 

кривые, охватывающие начало координат; линия уровня с большим 

значением этой константы  C  охватывает все линии уровня с меньшим  

значением этой константы. Линии уровня знакопеременной функции в 

окрестности начала координат либо гиперболы, либо прямые.  

Линии уровня (поверхности уровня) положительно определенной 

функции V(x) (функции Ляпунова) представляют замкнутые линии 

(поверхности). Условие неположительности производной V’ в силу 

уравнений возмущенного движения означает, что фазовые траектории 

системы прошивают линии уровня (поверхности уровня), «вливаясь»  

вовнутрь (траектория не может «застрять» на линии уровня, так как 

множество {x: V’= 0} не содержит целых траекторий системы). 

Следовательно, за конечное время все фазовые траектории, начинающиеся 

внутри некоторой линии уровня (поверхности уровня) войдут в произвольно 

малую  ε-окрестность начала координат. 



 

Теорема Четаева. 

 Если система уравнений возмущенного движения x’=f(x) такова, что 

возможно найти функцию V(x), для которой существует область   V(x) > 0, и 

если полная производная V’ в силу системы является определенно-

положительной в области  V>0, то невозмущенное движение   0x

неустойчиво. 

Замечание. Если условие V>0 выполняется во всем фазовом 

пространстве, то получим, как частный случай, теорему Ляпунова о 

неустойчивости (любая возмущенная траектория, выходящая из                 δ-

окрестности покидает ε-окрестность начала координат). 

При анализе влияния параметров конструктивной схемы экипажа на 

устойчивость прямолинейного движения может применяться прямой метод 

Ляпунова, в частности, успешно разрабатываемые в последнее время приемы 

конструирования квадратичных функций Ляпунова, учитывающие 

математическую структуру разбиения сил исходной системы.  

 Для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с 

постоянными коэффициентами Axx   функцию Ляпунова следует искать в 

виде квадратичной формы  

                                   xBxxV T)( ,                                                          (1.4) 

 

где матрица B является искомой. Производная V(x) в силу системы 
Axx   также представляется в виде квадратичной формы 
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Потребуем, чтобы квадратичная форма V(x) удовлетворяла уравнению  

 

                                                   WV  ,                                                    (1.6) 

 

где xCxxW T)( –определенно-отрицательная квадратичная форма (C 

- положительно определенная матрица). Тогда матрица B определяется из 

матричного уравнения Ляпунова  

 

                                            .CBABAT                                              (1.7) 

 



Разрешимость матричного уравнения следует из следующей теоремы 

Ляпунова.  

Если корни характеристического уравнения системы Axx   таковы, 

что j+k0 ни при каких j, k=1,…, n, то, какова бы ни была наперед 

заданная квадратичная форма W x x C xT( )   , существует единственная 

квадратичная форма V x x B xT( )  , удовлетворяющая уравнению WV 
. 

 Замечание. Если все Rej<0, j=1,…n, то условие j+k0 будет 

заведомо выполнено.  

 

 
 


