
Решение неоднородных линейных дифференциальных уравнений второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Нахождение частных решений 

неоднородных линейных дифференциальных уравнений  

 

Общее решение неоднородного ЛДУ состоит из общего решения ОЛДУ и 

частного решения НЛДУ, т.е. 
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Итак ( )xfqyypy =+′+′′ . 

1. Определение общего решения ОЛДУ 

0=+′+′′ qyypy , 
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oo 2211 +=y . 

2. Определение чнуy  в виде 

 

( ) ( ) ( ) ( )xyxCxyxCyчну 2211 += . 

Метод вариации произвольных постоянных. 

22112211 yCyCyCyCyч ′+′+′+′=′ . Требуем в силу независимости функций 

( )xC1  и ( )xC2  выполнения условия 

02211 =′+′ yCyC , тогда 2211 yCyCyч ′+′=′ . 

 Определим 221122112211 yCyCyCyCyCyCyч ′′+′′+′′+′′+′′+′′=′′ . Подстановка 

в НЛДУ приводит к уравнению 

( ) ( ) ( )xfqyypyCqyypyCyCyC =+′+′′++′+′′+′′+′′
222211112211 . 

Так как 0111 =+′+′′ qyypy  и 0222 =+′+′′ qyypy , имеем ( )xfyCyC =′′+′′
2211 . 

Тогда система ЛДУ для определения ( )xC1  и ( )xC2  запишется так: 
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Суммируя чнy  и ooy  получим общее решение НЛДУ 
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 Для нахождения частного решения НЛДУ формируются начальные 

условия, т.е. из множества интегральных кривых выбирается кривая 

(единственная), проходящая через точку ( )00 ; yx  и удовлетворяющая условиям: 

При 0xx = : ( ) 00 yxy =  

( ) 00 yxy ′=′ , т.е. к точке ( )00 ; yx  интегральная кривая должна иметь 

угол наклона касательной равный 0ytg ′=α . 

Тогда 
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 Частное решение НЛДУ представляется так: 
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Пример:  

xyyy 2sin465 =+′−′′ . 
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Метод нахождения частного решения неоднородного дифференциального 

уравнения по виду правой части 

 

Рассмотрим наиболее часто используемые виды для правых частей ЛДУ, 

структура которых обобщает ряд частных случаев. 

I. Пусть уравнение имеет в правой части функцию вида 

0=+′+′′ qyypy ; ( ) ( ) ;
x

n exPxf
α=  ( )xPn  – многочлен n -ой степени, т.е. 
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чнy  выбирается в виде правой части, т.е. 
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 Здесь коэффициенты iB  – известные, а iA  – коэффициенты, подлежащие 

определению. Внесем чнy  в ЛДНУ. 
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( ) ( ) nnnn PQqpQpQ =+α+α+′+α+′′ 2
2 . Анализ полученного алгебраического 

уравнения позволяет определить выбор чнy . 

 1. Так, если α  в правой части, показатель экспоненты не равен корням 

1k , 2k  характеристического уравнения, то чнy  выбирается в виде 

( ) x
nчн exQy

α= ,  

где ( )xQn  многочлен той же степени, что и ( )xPn . 

 2. Если α  будет равен одному из корней 1k  или 2k , тогда  

0
2 =+α+α qp  и уравнение примет вид ( ) ( )xPpQQ nnn =+α′+′′ 2 . 

 Выражение слева – есть многочлен 1−n  степени, а справа – многочлен 

−n ой степени. Для их уравнивания чнy  необходимо выбрать в виде 

( ) x
nчн exxQy

α= .  

3. Если корни характеристического уравнения кратные, т.е. 

двукратный kkk ===α 21 , тогда 0
2 =+α+α qp  и 02 =+α p  и уравнение 

имеет вид ( )xPQ nn =′′ . Для уравнения степеней слева и справа равенства, 

необходимо чнy  выбрать в виде 

( ) x
nчн exQxy

α= 2
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Коэффициенты iA  определяются из алгебраических уравнений, 

получаемых из сравнения коэффициентов при одинаковых степенях « x » в 

левой и правой части уравнений.  
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 Внесем ( )xyчн , ( )xyчн′ ; ( )xyчн′′  в уравнение 
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Получим:  
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1. :
0x  ( ) 0010210

2
22 BqAAApAAA =++α++α+α ; 

2. :
1x  ( ) 1121321

2
264 BqAAApAAA =++α++α+α ; 

3. :
2x  ( ) 2232432

2
3126 BqAAApAAA =++α+α+α+α  и т.д. 

Количество уравнений равно « 1+n », т.к. nAAA ,,, 10 K .  
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Отсюда очевидно, что при выборе частного решения необходимо проверять 

комплексные корни характеристического уравнения с выражением iβ+α  или с 

iβ−α .  

1. Если для ( ) ( ) ( )( ) x
nn exxPxxPxf αβ+β= sincos 21  корни характеристического 

уравнения ik β±α≠2,1 , то чнy  выбирается в виде 

( ) ( ) ( )[ ] x
nnчн exxQxxQxy αβ+β= sincos 21 . 

 Здесь необходимо иметь в виду, что для ( )xQ n1  и ( )xQ n2  степень «n » 

выбирается большая из ( )xP n1  и ( )xP n2 . 

2. Если ik β±α=2,1 , то чнy  выбирается в таком виде 

( ) ( ) ( )[ ]xxQxxQxexy nn
x

чн β+β= α
sincos 21 , 

т.к. случай кратных комплексных корней для характеристического уравнения 

второй степени отпадает, где  

( ) n
nn xAxAAxQ +++= K101 ;      ( ) n

nn xAxAAxQ **
1

*
02 +++= K  

подлежат определению ( )12 +n  коэффициентов 
*

, ii AA  ( )ni ,...,1,0= . 

3. Если правая часть состоит только из ( ) ( ) xxPexf n
x β= α

cos1  или 

( ) ( ) xexPxf x
n β= α

sin2 , то частные решения выбираются, как и ранее, в полной 

форме.  

4. Если ( ) MxP n =1 ; ( ) NxP n =2 ; 0=α , т.е. ( ) β+β= sincos NMxf . 

4.1) то частное решение выбирается ( ) xAAxyчн β+β= sincos
*

, если 2,1ki ≠β± . 

4.2) если 2,1ki =β± , ( ) ( )xAAxxyчн β+β= sincos
*

. 



 Отметим, что в этом случае коэффициенты 
*

, ii AA  определяются из 

решения алгебраической системы уравнений, получаемой из сравнения 

коэффициентов в уравнении 

( )xfqyypy чнчнчн =+′+′′  

при  

0x : 1. xe x βα
cos .  2. xe x βα

sin . 

1x : 1. xxe x βα
cos .  2. xxe x βα

sin . 

----------------------------------------- 

nx : 1. xex xn βα
cos .  2. xex xn βα

sin . 

 Количество уравнений ( )12 +n , что соответствует количеству 

коэффициентов ( )An 1+  и ( ) *
1 An + , т.е. ( )12 +n . 

  

Пример: Рассмотрим тот же пример, для которого чнy  было определено 

МВПП.  

xyyy 2sin465 =+′−′′ . Здесь ( ) xx eCeCx 3
2

2
1 +=ooy : 

то ( ) ( )xyxy чч 21 +  есть частное решение уравнения 

( ) ( )xfxfqyypy 21 +=+′+′′ . 

 Внесем ( ) ( )xyxy чнчн 21 +  в уравнение. Получим 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 022221111 =−+′+′′+−+′+′′ xfxqyxypxyxfxqyxypxy чнчнчнчнчнчн / 

 Полученное выражение есть тождество. 


