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ВВЕДЕНИЕ

П роцесс материального производства, то есть деятельность ком мерче

ских организаций по созданию материальных продуктов, выполнению 
материальных работ или оказанию материальных услуг в целях общест
венного потребления, является основой стабильного функционирования 
национальной экономики и предпосылкой ее динамического развития. 
Ключевую роль в организационном обеспечении процесса производства 
играет выбранная коммерческой организацией стратегия рациональной 
деятельности, определяющая траекторию развития производственной 
системы.

Разработка адекватной целям организации стратегии коммерче
ской деятельности невозможна без формального математического опи
сания производственного процесса, взаимоотношений фирмы со своими 
поставщиками и покупателями, механизма формирования прибыли -  
главного критерия эффективного предпринимательства. Математиче
ские методы оптимизации являются основой выбора наивыгоднейшего 
для фирмы сочетания значений показателей финансово-хозяйственного 
состояния. Поэтому применение этих методов в комбинации с аутен
тичными математическими моделями функционирования хозяйствую
щих субъектов позволяет разработать и реализовать оптимальную с 
точки зрения выбранных критериев программу коммерческой деятель
ности.

Математическое моделирование процессов материально-техниче
ского снабжения, производства и реализации сопряжено с риском при
нятия в качестве базы оптимизационной процедуры чрезмерно упро
щенной схемы финансово-хозяйственного механизма, не обеспечиваю
щей соответствие полученной оптимальной программы особенностям 
реальных экономических процессов. С другой стороны, использование 
сложной математической модели, приближающейся к уровню имитаци
онной, может привести к невозможности применения существующих 
оптимизационных методов, что делает само моделирование бессмыс
ленным. Современная математическая теория производства базируется 
на моделях, достаточно полно описывающих черты реальной производ
ственной деятельности и допускающих аналитическое решение.
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Наряду с этим, рентабельная производственная деятельность не
мыслима без адекватных реальным предпочтениям покупателей про
дукции моделей, описывающих рациональный потребительский выбор. 
Цель моделирования потребительского выбора заключается в формиро
вании таких основополагающих предпосылок планирования развития 
фирмы, как оценка особенностей рынка сбыта товаров, определение 
сравнительных характеристик предпочтительности товаров, в целом об
разующих маркетинговую стратегию.
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1. ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ

§1.1. Производственная функция. Основные понятия

Зачем нужны Исследование экономических процессов в совре-
производственные менном крупномасштабном производстве требует 
функции?

получения большого объема статистической ин
формации для построения математических моделей типа «затраты- 
выпуск», поскольку такие модели учитывают внутреннюю структуру 
производства. Между тем, построение матрицы внутрипроизводствен
ных затрат во многих случаях представляет собой крайне сложную за
дачу. С другой стороны, зачастую гораздо проще получить отчетные 
данные о поведении и взаимосвязи укрупненных показателей, таких как 
стоимость произведенного продукта, объем основных фондов, числен
ность промышленно-производственного персонала и т.п. Оперируя та
кими укрупненными показателями и рассматривая коммерческую орга
низацию (фирму) как «черный ящик», то есть изучая связь между 
объемами затраченных ресурсов и величиной произведенного продукта, 
можно сделать определенные выводы.

Возникновение теории Впервые функциональная взаимосвязь между
производственных объемом производства и объемом израсходо-
функций ванных ресурсов была использована в произ
водственном анализе в 1928 г. в статье американских ученых экономи
ста Пола Дугласа и математика Чарльза Кобба «Теория производства». 
В этой статье была предпринята попытка определить эмпирическим пу
тем влияние величин затраченного капитала и труда на объем выпус
каемой продукции в обрабатывающей промышленности США. Были 
использованы статистические данные за 1899-1922 гг. и поставлены 
следующие задачи:

1. Определить вид функций, наиболее точно выражающих коли
чественные соотношения между тремя выбранными характеристиками 
производства.

2. Найти значения коэффициентов конкретной функции этого ви
да.
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3. Проверить достоверность значений функции, сравнив их с фак
тическими данными.

4. Коббом была предложена функция вида:
Q = AKalP,

где Q -  объем выпускаемой продукции; К  -  объем основного капитала; 
L -  затраты труда; А, ос, (3 -  коэффициенты, удовлетворяющие условиям:

А > 0 ,  а , Р > 0 ,  а  + Р = 7.

Коэффициент А предназначен для перевода единиц измерения труда и 
капитала в единицы измерения продукта; коэффициенты ос, (3 отражают 
вклад труда и капитала в изготовление продукта.

С использованием метода наименьших квадратов были определе
ны значения числовых коэффициентов:

1922
min X / ln G /  — 1пЧ — a \nK t -  (31nLf ) 2 .

t=1899

При этом оказалось, что А=1,01, а=0,25, (3=0,75, то есть функция имеет 
вид

Q = 1,01K°’25L°’75.

Сравнение величины Q(K,L) с фактическим значением объема про
изводства показало удовлетворительную достоверность расчетов на ос
нове производственной функции.

Определение П р о и з в о д с т в е н н о й  ф у н к ц и е й  (ПФ) про-
производственнои изв0 дС х в е н н 0 Г 0  процесса называется отображение 
функции

Q : D ^ U ,

моделирующее выпуск продукции в данном процессе. Область опреде
ления функции D  представляет собой множество производственных ре
сурсов х = {х1,х2,...,хп) в стоимостном или натуральном выражении. Об

ласть значений функции U включает в себя область количественных 
оценок результатов производства, например, физический объем выпуска 
по каждому наименованию ассортимента или стоимостные показатели

Q = iQ\->Q2’"-’Qm)-
Несмотря на широту введенного определения ПФ, наиболее ис

следованы функции для случая т=1, то есть имеется единственная (аг
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приобретения дополнительно деревообрабатывающего станка объем 
продукции фирмы должен возрасти, если только этот станок не вы
пускает бракованную продукцию.

2. При фиксированных объемах затрат всех ресурсов, кроме од
ного, последовательное увеличение этого ресурса обеспечивает посто
янно снижающееся приращение величины продукта

д20- ^ < 0 ,  i = 1,2,...,п. 
дх,2

Данное свойство обусловлено необходимостью сбалансированности за
трат ресурсов в конкретном технологическом процессе: увеличение за
трат одного ресурса без соответствующего роста затрат другого ресурса 
не обеспечивает технологию фирмы полноценным потоком ресурсов; 
следовательно, дополнительный эффект от увеличения затрат ресурса 
снижается.

Пример 1.1.2. В фирме, производящей обувь, работают 5 рабо
чих и используется 5 станков. В случае приобретения дополнительно 
одного станка объем продукции фирмы должен возрасти на 100 пар 
обуви в месяц. Если же вначале на 5 рабочих приходилось 20 станков, 
то приобретение дополнительно одного станка повысит объем произ
водства только на 40 пар обуви в месяц, поскольку количество рабочих, 
обслуживающих станки, не изменилось.

Геометрическая интерпретация этих условий приведена на рис. 
1 .2 , где изображена зависимость величины произведенного продукта от 
объема затрат одного ресурса при фиксированных значениях затрат 
других ресурсов; эта зависимость называется к р и в о й  в ы п у с к а .  
Первое условие означает, что касательная к кривой выпуска при всех 
возможных значениях расхода ресурса имеет положительный наклон,

dQ ,поскольку —̂  = tgy .
дхг

Второе условие, преобразованное к виду

82Q 8
д х д х , дх,

< 0 .

показывает, что прирост продукта в расчете на дополнительные затраты 
единицы ресурса снижается при росте затрат ресурса.
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пар/чел. Если же фирма, имея 10 рабочих, наймет дополнительного ра
бочего, то увеличение продукции составит (0,75-150)=! 13 пар/чел.

Коэффициенты Большое значение для анализа ПФ имеют безразмерные
эластичности , ,коэффициенты, характеризующие процент прироста
объема выпуска продукции при увеличении затрат ресурса на 1 %, то 
есть коэффициенты эластичности.

Э л а с т и ч н о с т ь  п р о д у к т а  по  ф о н д а м  определяется по 
формуле

Е - ° 2 * .ТГ —

к  дК Q
Поскольку при неизменном объеме трудозатрат относительному увели- 

чению объема основных фондов „а f  соответствует относительное

увеличение выпуска на то относительное приращение выпуска со- 

А Q /
ставит - 7 7 7 7 - , а переходя к пределу при Л К —> 0, получим выражениеА К //к
эластичности.

Э л а с т и ч н о с т ь  п р о д у к т а  по  т р у д у

L дЕО
имеет аналогичное значение.

Параметры функции Кобба-Дугласа являются коэффициентами 
эластичности:

SQ К  TscL-i S  К  Ev =-^~— = Аа К а !LP   = а,
К SK Q  А К а$

Е  = =
dL Q А К а$

Поэтому для функции Кобба-Дугласа коэффициенты а , (3 постоянны и 
не зависят от объема факторов К, L.

Пример 1.2.3. Фирма, рассмотренная в примере 1.2.1, планирует 
увеличить штат персонала на 10%. Если эластичность продукта по 
труду /3=0,75, то увеличение продукции в результате составит
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(0,75-10)=7,5%. Можно сформулировать обратную задачу: на сколько 
процентов следует увеличить штат фирмы, если прирост объема про
изводства должен составить 7,5%? Очевидно, количество работников 
должно возрасти на (7,5/0,75) =10%.

§1.3. Дополнительные свойства производственной функции

Помимо условий, включенных в определение ПФ, на вид функ
ции, как правило, накладываются дополнительные ограничения.

С в о й с т в о  о д н о р о д н о с т и  состоит в том, что при увели
чении затрат всех ресурсов в одинаковое количество раз w объем про
дукции возрастает в кратное w количество раз:

Q(wK,wL) = wrQ(K,L)

для любого w > 1. Показатель г > 0 называют степенью однородности 
функции Q, он характеризует э ф ф е к т  р а с ш и р е н и я  м а с ш т а б а  
п р о и з в о д с т в а :  если г > 1, то увеличение всех ресурсов в w раз 
приводит к возрастанию объема выпуска более чем в w раз, то есть эф
фект масштаба положителен; если г < 1, то прирост факторов в w раз 
обеспечивает менее чем тт-кратное возрастание объема выпуска, то есть 
эффект масштаба отрицателен.

Пример 1.3.1. Фирма, выплавляющая металл, использует в каче
стве ресурсов труд рабочих и оборудование. В случае увеличения шта
та фирмы и парка оборудования в 2 раза объем продукции фирмы воз
рос в 4 раза. Следовательно, фирма характеризуется положительным 
эффектом масштаба с коэффициентом г=2 (так как 22=4).

Наиболее употребительными являются линейно-однородные ПФ, 
для которых

г = 1 и Q(wK, wL) = wQ(K, L ),

то есть эффекта расширения масштаба производства не наблюдается.
С в о й с т в о  н е о б х о д и м о с т и  в с е х  р е с у р с о в :

0 (о)=о,
то есть при отсутствии хотя бы одного из ресурсов выпуск продукции 
отсутствует.

Пример 1.3.2. Фирма, выплавляющая металл, согласно техноло
гии использует в качестве сырья железную руду и топливо. Поскольку
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увеличивает их численность до тех пор, пока дополнительный доход

— , приносимый очередным рабочим, не достигнет его заработной пла-
дЬ

ты, то есть теория предельной производительности труда утверждает,
dQ * SQ тчто есть заработная плата, поэтому слагаемое представляет

собой доход рабочих, общая численность которых L. В таком случае Q -  
суммарный доход членов общества.

Для теории производства уравнение (1.1) означает, что объем 
продукции складывается из частей, произведенных за счет использова
ния каждого ресурса в отдельности.

Разделив обе части формулы (1.1) на Q, имеем

J = dQK + dQL =
дК Q dL Q к  1

то есть для линейно-однородной функции коэффициенты эластичности

Е, е [0,1],
если хотя бы один из них больше нуля.

Для однородной функции Ек +Еь = г , то есть сумма показателей 
эластичности определяется степенью однородности функции, то есть 
типом эффекта расширения масштаба производства.

Таким образом, получено важное свойство коэффициентов эла
стичности ресурсов функции Кобба-Дугласа: с у м м а  к о э  ф ф и ц и -  
е н т о в  э л а с т и ч н о с т и  р а в н а  п о к а з а т е л ю  э ф ф е к т а  
р а с ш и р е н и я  м а с ш т а б а :

а  + (3 = г.

Пример 1.3.4. Объем продукции фирмы, рассмотренной в приме
ре 1.3.3, при увеличении обоих ресурсов на 1% возрастет на 
г=а+/3=0,5+0,1=0,6%.

§1.4. Эффекты расширения масштаба производства 
и замещения ресурсов

Эффект Как было показано, эффект расширения масштаба про-
рэсш ирония уизводства характеризует множитель w ; для однород-масштаоа

ной функции при г > 1 эффект масштаба положителен, 
при г <1 -  отрицателен.
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Среднюю числовую характеристику эффекта масштаба можно 
определить аналогично коэффициентам эластичности объема выпуска 
по производственным факторам:

дОЫ’х) w 
dw Q(wx) ’

а при переходе к пределу получим выражения для к о э ф ф и ц и е н т а  
э л а с т и ч н о с т и  п р о и з в о д с т в а :

Е  = U m 8 Q ( w x )  w  п ч ,
'■ •' dw Q(wx)'

Эластичность производства характеризует прирост продукта в некото
рой точке пространства затрат ресурсов (локальный эффект масштаба), 
так как изменение структуры ресурсов считается бесконечно малым

Дифференцируя выражение
Q(wx) = Q(wxj, wx2,...,wxn)

как сложную функцию переменной w, имеем
dQ(wx) = ^ dQ(wx) ̂  

dw “  d(wxi )  ' •

Подставив (1.4) в (1.3), получим

W
E w = limw—>l

^  dO(wx)
d(wxt)i=l

= y ^ Q ^ L  = y E  

t l d XlQ t f  X,‘Q(x)

Таким образом, коэффициент эластичности производства равен 
сумме коэффициентов эластичности объема выпуска по ресурсам про
изводства.

С учетом выражения (1.2) это приводит к следующему выводу: 
к о э ф ф и ц и е н т  э л а с т и ч н о с т и  п р о и з в о д с т в а  р а в е н  
п о к а з а т е л ю  э ф ф е к т а  р а с ш и р е н и я  м а с ш т а б а  п р о и з 
в о д с т в а .
Эффект Особенность реальных производственных процессов со-
замены стоит в возможности замещения одного фактора другим;
ресурсов например, существует абстрактная возможность заменить
единицу производственного оборудования эквивалентным по объему 
фондоотдачи количеством единиц труда. Однако реальное воплощение 
этой абстрактной возможности зачастую неосуществимо.
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с - l £LK ~  т ,a  L
то есть чем большей величиной основного капитала (фондов) в расчете 
на одного работника располагает предприятие, тем большая часть капи
тала может быть высвобождена и инвестирована в другие проекты при 
увеличении персонала на одного работника.

Следовательно, уравнение изоклины функции Кобба-Дугласа оп
ределяется следующим угловым коэффициентом:

С - £ £ - < :  
к  ~ a L ~

§1.6. Виды производственных функций

Рассмотрим основные виды ПФ, нашедших применение в прак
тике экономического анализа производственных процессов, на примере 
функций двух ресурсов, поскольку они допускают наглядную геомет
рическую интерпретацию.

1 . Л и н е й н а я  ф у н к ц и я
Q  = a j Xj  +  а 2х 2 .

Коэффициенты линейной функции представляют собой значения пре
дельных продуктов, так как

dQiMQ =—±  = а 1 = 1,2.
dxi

Это означает, что прирост объема выпуска в результате единич
ного увеличения объема затраченного ресурса постоянен и не зависит 
от исходного объема факторов. Предельная норма замены для линейной

а,
ПФ постоянна и равна S = — , а эластичность замещения факторов

xix2 а2

бесконечна:
О = 00.

Х1Х2

Изокванты линейной функции изображены на рис. 1.8,а.
Линейная ПФ применяется обычно при моделировании крупно

масштабных систем (крупная отрасль, экономика в целом), в которых 
выпуск продукции является результатом одновременного использова
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—  = ~ 2T;(Qt ~ aix it - a 2x2t)xlt =0, 
d a 1 t=1

- ^  = - 2T ( Q t - aixi t - a2x2t)x2t =°- 
d a 2 t=1

После преобразования получим:
3 3 3

a i H x 2 i t  + a 2 ^  x I t x 2t -- H Q
t = l t =i t=i

3 3 3

a i H X l t X 2t + a 2 ^ 1  2(22t :- H Q .
t =l t=l t = l

Найдем из условий задачи суммы в этих уравнениях и подставим в сис
тему:

MOOaj +128а2 =2230,

128а1 + 11,7а2 =204.

Решение этой системы уравнений позволяет получить 
а1 = 0,028тыс.т / станок', а2 = 17,4т / чел. Объем металла в 4-й год равен

Q = 0,028xj +1 7,4х2 = 0,028 ■40 + 17,4 ■ 3,5 = 62тыс.т.

2. Ф у н к ц и я  К о б б а - Д у г л а с а

Q = Axfx^,  а  + Р = 7, а , р>0 .

Коэффициент А представляет собой параметр шкалы (А > 0); ко
эффициенты а,Р -  суть коэффициенты эластичности выпуска по ресур
сам. Предельный продукт факторов пропорционален их среднему про
дукту:

MQX = a ^ - . M Q x =р-2-.
1 Х 1 2 Х 2

Предельная норма замены равна

s  Р Х2 1~ЫХ2
ХА 2 a Xj a Xj ’
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 1.1 
Определение коэффициентов производственной функции

1.1.1. Металлургический завод за последние 3 года характеризо
вался следующими показателями хозяйственной деятельности:

Год Объем металла, 
тыс. тонн

Количество прессов, 
единиц

Численность работ
ников, тыс. чел.

1 13 10 0,8
2 30 20 1,8
3 50 30 2,8

Построить графики кривых выпуска, на основе которых подобрать вид 
ПФ. Определить значения коэффициентов ПФ, объяснить их экономи
ческий смысл. Спрогнозировать объем металла в 4-й год, если заплани
ровано довести количество прессов до 40 ед., численность работников 
до 3,5 тыс. чел.

1.1.2. Решить задачу 1.1.1, если агрофирма за последние 3 года 
имела следующие показатели хозяйственной деятельности:

Год Объем сбора зерна, 
тонн

Количество комбайнов, 
единиц

Численность работни
ков, чел.

1 15 2 12
2 20 5 18
3 22 10 25

Спрогнозировать объем сбора зерна в 4-й год, если запланировано дове
сти количество комбайнов до 20 ед., численность работников до 35 чел.

1.1.3. При сборке печатной платы используется 40 чипов и 90 со
единительных проводов. Построить графики кривых выпуска, если на 
сборку подано: а) 40000 чипов; б) 130000 соединительных проводов. 
Определить значения коэффициентов ПФ, объяснить их экономический 
смысл.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 1.2 
Определение экономико-математических характеристик 

производственной функции

1.2.1-1.2.3. Для ПФ в задачах 1.1.1-1.1.3 получить выражения 
среднего и предельного продуктов, а также коэффициентов эластично
сти по ресурсам. Изобразить графически зависимости экономико
математических характеристик как функций соответствующего ресурса. 
В задачах 1.1.1,1.1.2 вычислить значения экономико-математических 
характеристик по данным 3-го и 4-го года работы, объяснить их эконо
мический смысл, сопоставить эффективность работы в эти годы.
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2. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ИЗДЕРЖЕК

§2.1. Издержки коммерческой организации

Определение Издержки коммерческой организации С зависят от коли- 
функции чества используемых ресурсов xh i=l,2,...,n, цен на нихp i}
издержек i=l,2,...,n и представляют собой сумму стоимостных оце
нок затрат всех ресурсов x p h i=l,2,...,n, используемых для производства 
данного вида продукции, при условии, что непроизводительные затраты 
ресурсов отсутствуют, то есть выбрана технология минимально воз
можных издержек:

m in C ( x j , x 2 )=min (p jX j  + р 2х 2 \
X X

Ax' fx^  = Q , x f >0 , i  = 1,2.

Функция C(x, p), удовлетворяющая этим условиям, получила название 
ф у н к ц и и  и з д е р ж е к .  Функция издержек (затрат) характеризует 
минимальную сумму затрат как функцию объёма выпуска и цен ресур
сов или, иначе, функция издержек характеризует минимальный уровень 
затрат на производство фиксированного объема выпуска Q при условии, 
что фирма (коммерческая организация) использует оптимальные ком
бинации ресурсов:

с{о)=Тр>х* ,
i

где символом * обозначены значения затрат ресурсов при наиболее эко
номичном способе производства.

Множество точек плоскости ресурсов производства при постоян
ном значении суммы издержек организации С носит название и з о 
к о с т ы  (рис.2 .1 ):

P lx l + Р 2Х2 = С -

Уравнение изокосты может быть также записано в явном виде:
С р } 

х ? = ---------- - х , .
Р  2 Р 2

Увеличение суммы издержек приводит к параллельному смеще
нию изокосты по направлению вверх и вправо от начала координат (на 
рис. 2.1 сумма издержек возросла от значения С до значения С').
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Предельные Для анализа издержек широко применяют такие показате-
и средние
издержки ли> как предельные и средние (удельные) издержки.

П р е д е л ь н ы е  и з д е р ж к и  МС характеризуют 
изменение затрат, обусловленное изменением выпуска продукции на 
единицу, и определяются как

V ’ dQ a  Q

где символом “ А” обозначено конечное изменение показателя.
Этот показатель применим для анализа затрат и в долгосрочном, 

и в краткосрочном периодах.
Поскольку постоянные издержки не зависят от объема выпуска, 

то краткосрочные предельные издержки с учетом (2 .1 ) можно предста
вить так:

MCS

Отсюда ясно, что краткосрочные предельные затраты характеризуют 
прирост переменных затрат при единичном приращении объема выпус
ка.

С р е д н и е  и з д е р ж к и  АС  (Average Costs) характеризуют за
траты, приходящиеся на единицу продукции:

a c (q ) = A A ,

Учитывая (2.1), краткосрочные средние издержки можно представить 
следующим образом:

ACS(в) = = I [с + с  (q )]=Cjl + СгШ  = £
Q Q Q Q Q

F + с

где cv -  удельные переменные издержки (переменные издержки, при

ходящиеся на единицу продукции).
Отсюда следует, что краткосрочные средние издержки снижают

ся с увеличением объема продукции, то есть имеет место э к о н о м и я
на р а с ш и р е н и и  п р о и з в о д с т в а  в к р а т к о с р о ч н о м  п е р и о д е .
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Функции спроса Выразим известный фиксированный выпуск Q в точке
на ресурсы рыночного равновесия через оптимальные объёмы ис
пользуемых ресурсов:

/  * \ а  /  * \ | 3
Q = A\x j J \x2j (2.3)

Подставим выражения предельных продуктов MQh MQ2 (см. пример 
1.3.3.) в условие минимальности издержек (2.2) и выразим х2*\

El
Р 2

х2 = =их
а р 2

(2.4)

Pp.

A&ExJ-1

И*
1 Подставим х2 из (2.4) в ПФ (2.3), откуда найдем х} какгде h =

а р2
функцию объема выпуска:

Q = Ax'°(hx',J=>. (2.5)
Выражение х2 (Q )  определим, используя соотношение х2 =hxj :

1

Xт = рpi
ар2

А РPi 
ар 2

а+ р  1
| а +Р (2 .6)

Найденные значения x]{Q),x*2{Q) представляют собой ф у н к ц и и
с п р о с а  н а  р е с у р с ы .  Они позволяют для известного значения 
объема выпуска Q определить необходимые количества ресурсов, при 
которых достигается минимум издержек.

Функция Подставим значения x ]{q ) , x *2{q )  в выражение функции из- 
издержек держек

C(xj,x2) = pjXj +р2х2,

получим зависимость суммы затрат организации от объема выпуска 
продукции:

ф )= р , А РPi 
ар 2

а + Р —  п л  
i « + P  , ^  PPiQ +р2-ар2

А РPi 
ар2

Р а + р  1

Qа+р



Выражение (2.7) представляет собой ф у н к ц и ю  и з д е р ж е к .  
Необходимо подчеркнуть, что она является функцией выпуска C(Q), а 
не функцией затрачиваемых ресурсов С(хьх2). Полученная функция из
держек соответствует длительному периоду, то есть С(<2) = Cl(Q).

В случае отсутствия эффекта расширения масштаба г=а+/3=1 
функция издержек представляет собой линейную функцию объема вы
пуска Q\

C(Q)=DQ.

Кривая функции издержек выпукла вверх при г>1; это означает, что при 
увеличении объема выпуска продукции происходит относительное 
уменьшение издержек, то есть наблюдается положительный эффект 
расширения масштаба производства. В случае г<1 кривая функции из
держек выпукла вниз, что соответствует относительно более быстрому 
темпу роста издержек по сравнению с ростом объема производства.

Пример 2.2.1. Для стекольного завода, приобретающего песок по 
цене 4 тыс. руб./т и топливо по цене 7 тыс. руб./т, определить харак
тер кривых долгосрочных издержек СДО) при различных типах эф
фекта расширения масштаба: отсутствие эффекта расширения мас
штаба (г=1) а = 0,3; ft 0,7; возрастающая отдача от расширения 

масштаба (г=1,2) а  = 0,4; Р 0,8; убывающая отдача от расширения 

масштаба (г=0,8) а  = 0,2; Р 0,6.

Зависимость долгосрочных издержек от объема выпуска про
дукции (в тоннах) изображена на рис. 2.4. Функции издержек построе
ны с использованием формулы (2.7), полагая А =1. Очевидно, что при 
возрастающей отдаче от расширения производства издержки фирмы 
растут замедленными темпами по сравнению с ростом объема выпус
ка, а в случае убывающей отдачи -  ускоренными темпами. Графики на 
рис. 2.4 позволяют определить суммы издержек при различных объемах 
производства: например, при выпуске 4 тонн стекла в месяц фирма, 
работающая в экономичном режиме, затратит 45 тыс. руб. (если эф
фект расширения масштаба отсутствует).
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Рис. 2.4. Кривые долгосрочных издержек

§2.3. Долгосрочные издержки и расширение масштаба производства

Эффект Из представленных на рис. 2.4 графиков следует, что важ- 
масштаба нейшим ф а к т о р о м ,  о п р е д е л я ю щ и м  к о н ф и г у 
р а ц и ю  к р и в о й  C l ( Q ) ,  я в л я е т с я  в е л и ч и н а  о т д а ч и  от  
м а с ш т а б а  п р о и з в о д с т в а ,  которая для производственной функ
ции Кобба-Дугласа характеризуется значением показателя г = а  + р . 

При постоянной отдаче от масштаба производства г=1 кривая CL(Q) 
имеет вид луча, выходящего из начала координат. Это указывает на то, 
что долгосрочные издержки с расширением масштаба производства 
( w > l ) увеличиваются в той же пропорции, в какой растет объём вы
пуска Q.

Расширение масштаба производства связано с кратным увеличе
нием используемых ресурсов. Поэтому

Pl{™x *i) + P2(WX*2) =  W(PlXl + P2Xl )  = wCL - 

Q[wx] ,wx*̂  =

то есть как сумма затрат, так и объем выпуска продукции возрастают в 
w раз.

При возрастающей отдаче г>1:

Pi{wx*i) + P2{wx*^ = w^pp] + р2Х̂  = wCj 

Q^wx'^wx'^ = w rQ(x*j ,x*2]),
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но wr > w, то есть рост объема выпуска опережает рост суммы издер
жек. Поэтому кривая Cl (Q) (рис. 2.4) выпукла вверх. Важно подчерк
нуть, что издержки с увеличением объёма выпуска возрастают, но воз
растают всё медленнее.

Наконец, на рис. 2.3 представлена кривая CL(Q) для случая убы

вающей отдачи от масштаба производства г<1. В этом случае wr < w, 
то есть при неизменных ценах затраты растут в большей степени, чем 
выпуск. Поэтому кривая Cl (Q) является выпуклой вниз.

Средние Долгосрочные средние издержки определяются как
и предельные ;
издержки A c l (q ) =  ^ iM  =  D q - - \  (2 ,8)

Долгосрочные предельные издержки определяются как

m c l (q ) = ^ A A = - d q ~C = - a c l (s ). (2 .9 )
oQ г г

Из сравнения расчётных формул ACL(Q) и MCL(Q) следует, что конфи
гурация этих кривых совпадает, но их расположение относительно друг

друга, благодаря значению множителя —-— = - ,  изменяется.
а  + р г

При постоянной отдаче -  = 1, значит, кривые ACL(Q), MCL(Q)
г

совпадают. При возрастающей отдаче -< 1 , значит, кривая MCL(Q) бу-
г

дет располагаться ниже кривой средних затрат ACL(Q). И, наконец, при

убывающей отдаче -> 1 ,  значит, кривая MCL(Q) пройдёт над кривой
г

средних затрат ACL(Q).
Пример 2.3.1. Для фирмы, рассмотренной в примере 2.2.1, по

строить и проанализировать графики ACi(Q) и MCL(Q).
Значения ACl(Q) и MCl(Q) рассчитаны по формулам (2.8), (2.9) и 

изображены на рис. 2.5, причем кривые средних издержек показаны 
сплошной линией, кривые предельных издержек -  пунктирной линией. 
Увеличение объема выпуска при неизменной технологии обусловлено 
кратным множителю w увеличением используемых ресурсов. В случае 
постоянной отдачи от расширения масштаба производства (г=1) кри
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Долгосрочные издержки С3 при том же объеме выпуска Q опре
деляются точкой касания изокосты С3 и фиксированной изокванты Q в

точке А с координатами .Г у , %Х 2 , причем в е л и ч и н а  д о л г о с р о ч 

н ы х  и з д е р ж е к  не  п р е в ы ш а е т  с у м м ы  к р а т к о с р о ч н ы х  
и з д е р ж е к ,  так как изокоста С3 расположена не выше изокосты С2. 
Это означает, что з а т р а т ы  на  в ы п у с к  о д н о г о  и т о г о  же  
о б ъ е м а  п р о д у к ц и и  в д о л г о с р о ч н о м  п е р и о д е  не  
б о л ь ш е ,  ч е м  в к р а т к о с р о ч н о м .  Эти издержки производства

могут быть равны друг другу, если х] = l{b2 Jj, x*2 =b2 .

Увеличение располагаемого объема постоянного ресурса приво
дит к сдвигу линии постоянного ресурса вверх. В результате комбина
ция ресурсов, обеспечивающая объем выпуска Q, будет постепенно 

приближаться к точке с координатами х*,х2 , то есть с у м м а  и з 

д е р ж е к  в д о л г о с р о ч н о м  п е р и о д е  я в л я е т с я  п р е д е 
л о м  с у м м ы  и з д е р ж е к  в к р а т к о с р о ч н о м  п е р и о д е  при 
стремлении запаса фиксированного ресурса к бесконечности (неограни
ченный располагаемый объем ресурса).

Аналитическое Для определения неизвестной х} координаты точки В
решениек достаточно решить следующую систему уравнении:

Г Ах^х\ = Q, 

х 2 =Ъ2 .

Первое уравнение системы характеризует фиксированную изокванту Q, 
а второе -  линию постоянного ресурса. Очевидно, что искомая коорди
ната равна

X, Q
АЪ*

х (QY- _0_
КАЬ%

1
уАЬ% Qa =g Qc (2 .10)

где g
\ АЬГ2 /

. Формула (2.10) позволяет рассчитать потребное количе

ство переменного ресурса хД<2 ), обеспечивающее с постоянным ресур

сом х2 выпуск Q. Причем количества ресурсов х2 =Ь2 позволяют
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фирме осуществить выпуск Q при минимальных издержках. Определим 
эти издержки:

]_

C S (Q )=  P l * l ( Q )+  Р2Ь2 = P l g Q a + Р 2Ь2 • (2.11)

Первое слагаемое в функции краткосрочных издержек характеризует 
с у м м у  п е р е м е н н ы х  и з д е р ж е к ,  а второе слагаемое является 
вкладом ф и к с и р о в а н н ы х  ( п о с т о я н н ы х )  к р а т к о с р о ч 
н ы х  и з д е р ж е к .

Пример 2.4.1. Для стекольного завода, рассмотренного в приме
ре 2.2.1, определить издержки в случае, если поставка топлива ограни
чена объемом 2 тонны в месяц при отсутствии эффекта расширения 
масштаба а  = 0,3; р = 0,7; объем выпуска стекла составляет 4 тонны.

1
( 1 3Поскольку g= =0,16, то по формуле (2.11) рассчитаем
\2  ’

1
С ДО) = 4-0,16 ■ 4 °-3 +1-2 = 76 тыс. руб. Сравнив с результатом в при

мере 2.2.1, замечаем, что издержки в краткосрочном периоде, с уче
том ограничения на поставку топлива, значительно возросли -  на 
(76-45) =31 тыс. руб.

§2.5. Функция издержек при переменном эффекте расширения 
масштаба производства

Характер д 0  сих пор предполагалось, что показатель эффекта
изменения , w _
эффекта масштаба г не является функцией объема выпуска. Одна-
масштаба к 0  в 0  многих производственных процессах возрастающая
отдача от расширения масштаба производства (г>1) сменяется при дос
тижении определенного объема выпуска вначале постоянной отдачей 
(г=7), а затем убывающей (г<1). Производственной функции с перемен
ным характером отдачи от расширения масштаба производства соответ
ствует изменяющаяся конфигурация кривых издержек.

Определим аналитическое выражение функции долгосрочных из
держек с учетом формулы (2.7):

C l ( Q ) = D Q t ^ >, ( 2 . 12)
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пенно переходит в кривую, выпуклую вниз. Таким образом, при Qr=1 

имеет место перегиб кривой совокупных издержек.
Кривую долгосрочных издержек при переменном эффекте рас

ширения масштаба производства принято называть « S - о б р а з н о й »  
к р и в о й  в связи с ее видом. Эта кривая охватывает весь период суще
ствования и развития фирмы, начиная от малого предприятия и закан
чивая крупной корпорацией.

Функция издержек с  учетом формулы (2.11) преобразуем выражение
в краткосрочном
периоде суммы затрат в краткосрочном периоде к следую

щему виду:

CS(Q) = PxgQa{Q) +P2b2-

Кривая CS(Q) при небольших значения Q будет близка к прямой линии, 
но по мере возрастания Q она будет переходить в кривую, все более вы
пуклую вниз, как показано на рис. 2.7. Изменение располагаемого коли
чества постоянного ресурса приводит к смещению кривой функции из
держек в краткосрочном периоде. Увеличение объема постоянного 
ресурса приводит к сдвигу линии постоянного ресурса вверх. В резуль
тате каждая последующая кривая краткосрочных затрат будет касаться 
кривой Cl(Q) при всех больших значениях объема выпуска (на рис. 2.7 
значения запаса ресурса Ъ2 <b'2<b"2). Кривая долгосрочных затрат 

представляет собой огибающую для бесконечно большого числа кривых

Cs(Q).

Средние Графически средние издержки определяются тангенсом уг-
издержки ла наклона дуЧа? проведенного из начала координат к кри
вой совокупных затрат в точке, соответствующей выбранному объёму 
выпуска.

Определим средние значения долгосрочных издержек, разделив 
функцию издержек (2.12) на Q. Расчетная формула средних долгосроч
ных издержек примет следующий вид:

ACL(Q) = - C L(o)=DQr{e) ■
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r(Q)<l, то —Ц - 1> 0 , поэтому кривая средних долгосрочных издержек 
r{Q)

является возрастающей.
Если r (Q ) » l ,  то кривая средних краткосрочных издержек явля

ется убывающей, однако такой случай возможен крайне редко; в ос
тальных случаях кривая средних краткосрочных издержек является воз
растающей.

При объеме выпуска Q = QL=S, как следует из рис. 2.7, средние 

краткосрочные и долгосрочные издержки равны друг другу.

Предельные Графически предельные издержки определяются танген-
издержки с о м  у Г л а  наклона касательной к кривой издержек в точ

ке, соответствующей выбранному объему выпуска. В соответствии с 
геометрическим смыслом кривые MCl, MCs изображены на рис. 2 .8 .

Кривые совокупных издержек в долгосрочном и краткосрочном 
периодах, показанные на рис. 2.7, приводят к выводу о том, что на ин
тервале Qmin <Q< Ql=s кривая краткосрочных издержек имеет мень

ший наклон, чем кривая долгосрочных издержек, поэтому на указанном 
интервале

m c l{q )> m c s {q ).

На интервале QL=S <Q< <2max кривая краткосрочных издержек имеет

больший наклон, чем кривая долгосрочных издержек, поэтому на дан
ном интервале

MCl (Q)<MCs (Q).

Наконец, при Q = QL=S выполняется условие

MCl (Q)=MCs (Q).

Таким образом, при Qmin <Q< Qi=s более экономичным являет

ся краткосрочный период, то есть для организации невыгодно изменять 
объемы затрат всех ресурсов производства, так как происходит относи
тельная экономия постоянных издержек при расширении масштаба 
производства. При QL=S <Q< <2max изменение объемов затрат всех ре

сурсов оказывается экономичнее.
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 2.1 
Функция издержек в долгосрочном периоде

2.1.1. На парфюмерной фабрике для изготовления духов исполь
зуют наполнитель по цене 50 руб. за кг и ароматизатор по цене 70 руб. 
за кг. Коэффициенты эластичности выпуска по ресурсам равны 0,3 и 0,7 
соответственно. Определить функции спроса на ресурсы и функцию из
держек, если потребление ресурсов не ограничено и технология описы
вается ПФ Кобба-Дугласа. Построить графики функций спроса на ре
сурсы и функции издержек.

2.1.2. Решить задачу 2.1.1 графическим методом, построив линию 
долговременного развития.

2.1.3-2.1.4. Решить задачи 2.1.1-2.1.2, если коэффициенты эла
стичности выпуска по ресурсам составляют: а) 0,4 и 0,8 соответственно; 
б) 0,3 и 0,6 соответственно.

2.1.5-2.1.8. В задачах 2.1.1-2.1.4 определить функции предельных 
и средних издержек. Построить графики.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 2.2 
Функция издержек в краткосрочном периоде

2.2.1. Решить задачу 2.1.1, если расход ароматизатора по услови
ям договора с поставщиком ограничен объемом 500 кг в месяц.

2.2.2. Решить задачу 2.2.1 графическим методом.
2.2.3-2.2.4. Решить задачи 2.2.1-2.2.2, если коэффициенты эла

стичности выпуска по ресурсам составляют: а) 0,4 и 0,8 соответственно; 
б) 0,3 и 0,6 соответственно.

2.2.5-2.2.8 . В задачах 2.2.1-2.2.4 определить функцию средних из
держек. Построить график.
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3. ТЕОРИЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ КОММЕРЧЕСКОЙ
ОРГАНИЗАЦИИ

§ЗЛ. Проблема рациональной коммерческой деятельности

Функция К о м м е р ч е с к а я  о р г а н и з а ц и я  (предприятие,
коммерческой фирма) -  это самостоятельно хозяйствующий субъект,
организации созданный для производства продукции, выполнения
работ или оказания услуг в целях удовлетворения общественной по
требности и получения прибыли. В процессе коммерческой деятельно
сти организация затрачивает экономические факторы (расходует приоб
ретенные ресурсы) и реализует созданные товары (работы, услуги) 
другим хозяйствующим субъектам.

Перед организацией стоит задача выбора рационального (наивы
годнейшего) способа осуществления коммерческой деятельности. Усло
вия задачи включают в себя:
■ вектор цен на факторы производства

P  = (Pl>P2’- ’P n \

которые, как предполагается, определяются рыночным равновесием и 
не подвержены влиянию рассматриваемой организации;
■ номенклатуру ресурсов производства

X = (х1,х2,...,хп) 

и вид производственной функции Q = Q{x) ;

■ уровень цены продукции фирмы р 0, определяемый рыночным рав

новесием;
■ характеристики рынка, конкретизирующие предпосылки формирова
ния цен на продукты и ресурсы:

• совершенная конкуренция при большом количестве взаимно 
независимых фирм, производящих стандартизированную продук
цию, не оказывая влияния на ее цену;
• несовершенная конкуренция (монополистическая конкуренция, 
олигополия, монополия);

■ длительность периода:
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• долгосрочный период, в течение которого организация имеет 
возможность выбрать любой неотрицательный вектор затрат

х>0 ' ,

• краткосрочный период, в рамках которого возможный выбор 
вектора затрат ограничен располагаемым запасом ресурсов

b =(bj,b2,...,bn), 

то есть вектор затрат ограничен
g ( x ) <  Ъ .

Задача Основная задача коммерческой организации состоит в вы- 
фирмы боре: а) ассортимента и объема выпуска, то есть что произ
водить и в каких количествах; б) производственной функции и суммы 
издержек, то есть каким технологическим способом и с какими затрата
ми вести производство, чтобы м а к с и м и з и р о в а т ь  п р и б ы л ь .

Организация формирует финансовый результат (прибыль или 
убыток) продаж как разность периодического дохода R (Revenue) и из
держек производства и реализации С (Costs):

П  = R - C .

Доход за период вычисляется как произведение объема выпуска 
продукции на ее цену:

R  = PoQ = PoQ(x )-

Издержки производства равны общим выплатам за приобретение 
всех ресурсов, использованных в производственном процессе:

С = р 1х1+ р 2х 2.

Фундаментальная задача фирмы заключается в выборе вектора 
ресурсов х , максимизирующего прибыль организации:

т а x[p0Q ( x ) - P jXj - р 2х2\.

Изопрофита Если зависимость суммы прибыли от объемов затрат 
факторов производства представлена в виде

n(x j , x2)= p0Q(xj,x2)~ pjXj -  р 2х2,
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Таким образом, условия совершенной конкуренции имеют вид

- ^ -  = 0, ^ -  = 0, i = 1,2 ,. . . ,п . 
dQ dxf

Условия оптимальности Рассмотрим деятельность фирмы в д о л г о -
вдолгосрочном периоде с р о ч н о м  п е р и о д е ,  то есть при неогра

ниченных факторах производства. В условиях совершенной конкурен
ции основная задача коммерческой организации

т а x[p0Q-C(Q)]

может быть решена в соответствии с необходимыми условиями экстре
мума функции одной переменной:

■ условие первого порядка

^  = 0, (3 .1 )
dQ

2 <0 , (3.2)

■ условие второго порядка

d 2n ( 0 ' )  
dQ

н<
где Q -  оптимальное значение объема выпуска продукции.

Из условия первого порядка (3.1) следует, что

Поскольку цена предложения продукта представляет собой 
п р е д е л ь н ы й  д о х о д  M R , то есть прирост дохода организации в 
расчете на каждую дополнительную единицу продукции

Ро = — {PoQ) = —  =M R ,F0 d Q yF0^ ’ dQ

то условие первого порядка приводит к необходимости р а в е н с т в а  
п р е д е л ь н о г о  д о х о д а  п р е д е л ь н ы м  и з д е р ж к а м  при оп
тимальном объеме выпуска:

м ф * ) = м ф * ) .  (3 .3 )
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Условие второго порядка сводится к неравенству вида
d 2n(Q )_  d

dQ2 dQ

или

dn(Q)
dQ

= - [ p 0 -  m c (q )\=- dMC[Q)  < о
dQ П dQ

dMc{Q*)
д л  ( 3 4 )dQ

то есть при оптимальном объеме выпуска продукции п р е д е л ь н ы е  
и з д е р ж к и  д о л ж н ы  в о з р а с т а т ь .

Геометрическая Условие (3.3) выявляет две стационарные точки функ-
интерпретация -ции прибыли n(Q ), в которых угол наклона касатель
ной к кривой издержек C(Q) равен углу наклона прямой дохода -  это 
точки с координатами Q и Q \  изображенные на рис. 3.3.

Однако точка Q принадлежит отрезку [Q',Q*\, на котором уве
личение дохода превышает увеличение издержек, так как линия пре
дельного дохода (прямая р 0) лежит выше кривой предельных издержек. 
На отрезке \Q*,Q'"] увеличение издержек превосходит увеличение до
хода, поскольку кривая МС расположена выше линии р 0. Условие (3.4)

’ н<
означает, что из точек Q и Q нужно выбрать ту, которая соответствует 
восходящей ветви кривой МС.

Таким образом, на участке каждая дополнительная еди
ница продукции увеличивает прибыль, а на участке отрезка [Q*,Qr,r] до
полнительная единица выпуска уменьшает прибыль. Следовательно, 
для максимизации прибыли организация должна наращивать объем 
производства до тех пор, пока не будет достигнуто равенство цены про
дукции и предельных издержек при Q \  а затем прекратить наращивать 
объем выпуска.

Кривая средних издержек АС  является убывающей при 
АС>МС>0 и возрастающей при МС>АС>0; таким образом, к р и в а я  
с р е д н и х  и з д е р ж е к  п е р е с е к а е т  к р и в у ю  п р е д е л ь н ы х  
и з д е р ж е к  в т о ч к е  м и н и м у м а  с р е д н и х  и з д е р ж е к .  Дан
ная зависимость объясняется тем, что выпуск дополнительной единицы 
продукции, приводящей к приросту издержек на величину МС, мень
шую чем средний уровень издержек АС, снижает средние издержки;
этот участок соответствует положительному эффекту расширения про-
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ные затраты C(Q) равны доходу R = p 0Q , то есть обеспечивается без

убыточная деятельность. Отрезок Ъс характеризует прибыль, приходя-
н<

щуюся на единицу выпуска, так как bQ -  это доход с единицы продук-
н<

ции, a cQ — издержки в расчете на единицу выпуска. Поэтому площадь 
прямоугольника abed представляет собой совокупную прибыль органи
зации.

Обобщение Условие равенства предельного дохода предельным из- 
условия
MR=MC держкам

MR = МС

является ориентиром оптимальности выпуска с точки зрения прибыли и 
для других рыночных моделей, но только при совершенной конкуренции 
можно заменить предельный доход ценой, то есть условие

р 0 = МС

является частным случаем условия MR = М С .

§3.3. Планирование по конкурентной модели 
в долгосрочном периоде

Особенности Рассмотренные в предыдущем параграфе необходимые 
долгосрочного
14 к условия оптимальности производственной программыпериода J *  *  *

получены без учета ограничений, накладываемых в 
связи с исчерпаемостью располагаемых объемов ресурсов. Таким обра
зом, сформулированная модель представляет собой схему определения 
оптимального объема выпуска в д о л г о с р о ч н о м  п е р и о д е .

В долгосрочном периоде задача рациональной коммерческой 
деятельности является задачей безусловной оптимизации.

Оптимальный В качестве примера рассмотрим модель долгосрочно- 
план го планирования 

maxi! = max[p0Q(x)~ pjXj -  р 2х2\ 

в случае двухфакторной производственной функции Кобба-Дугласа:

Q = AxfxV.  (3.5)
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Условия оптимальности первого порядка позволяют определить 
объемы затрат каждого фактора, обеспечивающие максимальное значе
ние прибыли:

дП dQ

^ Г Р о ^ ~ Р1 '

дП dQ

откуда следуют необходимые условия оптимальности:

dQ
Ро Эле, Р г

dQ
р ^ = р ^

(3.6)

Дифференцируя выражение производственной функции (3.5) и подстав
ляя производные в (3.6), получим

Роа Я  = Р]--
Xj

Р о $ Я  = Р 2-
Х2

Xj  =  a  Q рр_ 

Pi 
Ро_ 

Р  2

(3.7)

Это означает, что затраты ресурсов пропорциональны планируе
мому объему выпуска Q и обратно пропорциональны ценам, уплачи
ваемым при приобретении соответствующих ресурсов. Выражения (3.7) 
представляют собой ф у н к ц и и  с п р о с а  н а  р е с у р с ы  при совер
шенной конкуренции в долгосрочном периоде.

Из уравнений (3.7) вытекает, что

ЛС2 = P £ l
а р 2

х1’

то есть зависимость затрат одного ресурса от объема затрат другого яв
ляется линейной функцией (см. рис. 3.5).

Оптимальный Рассмотрим задачу определения объема выпуска
объем выпуска _* _

продукции Q , обеспечивающего максимальное
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значение прибыли в случае, если производственный процесс описыва
ется функцией Кобба-Дугласа.

Подставим функции спроса (3.7) на факторы производства в 
функцию Кобба-Дугласа (3.6):

Рда

. Pi 

Q'

Q'

(е*)'
а  + Р

Q* = A J~(a+Р)

Ро Р 
Р2

=(е*У

р0а

Q'
Р

= А
Роа

Pi
РоР 
Р2

(е*)'
а+Р

(°t+p) _  А' р0ъ' а
( Ч р )

1 Pi ) + 2  J

а

Pi

7 -(а + Р ) Р(Р
.Р2 ,

Р
7 -(а + Р )

(3.8)

Таким образом, в случае положительного эффекта расширения
амасштаба производства (а + (3>7) показатели степени

Р

< 0 .
1 -  (а + (З)

<0, следовательно, оптимальное значение объема продукции
1 -  (а + (З)

тем больше, чем ниже цена продукта по сравнению с ценами ресурсов. 
При отрицательном эффекте расширения масштаба, имеющем более 
широкое распространение на практике, наблюдается обратная ситуация: 
чем значительнее цена продукта превосходит цены ресурсов, тем более 
высокого значения достигает оптимальный объем выпуска.

Пример 3.3.1. Для мукомольного завода, приобретающего зерно 
по цене 200 руб. за тонну и энергию по цене 300 руб. за киловатт-час и 
реализующего муку по цене 10 тыс. руб. за тонну, определить опти
мальный объем выпуска при различных типах эффекта расширения
масштаба: а) возрастающая отдача от расширения масштаба
a  = 0,8;fi = 0 ,6 ; б) убывающая отдача от расширения масштаба
а  = 0,2; (3 = 0,6 ; в) отсутствие эффекта расширения масштаба
а  = 0,3; (3 = 0,7 .

Рассчитаем оптимальный объем продукции по формуле (3.8) (в 
тоннах), полагая А=1:
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0,8 0,6

a) Q'
1 0 - 0,8

0,2
1-(0,8+0,6) 1 0 - 0,6

0,3
1- ( 0 ,8 +0 ,6 ) 0,00002 тонн, то есть при

возрастающей отдаче от расширения производства (рис. 3.3) по фор
муле (3.8) определяется объем продукции Q ’, при котором достигается 
наименьшая прибыль фирмы (зона убытка); дальнейшее расширение 
производства в этом случае приведет к увеличению прибыли -  в данной 
ситуации расчета оптимального объема производства не требуется, 
так как фирме выгодно бесконечно расширять производство;

0,2 0,6
г 1 0 -0,2х

б) Q
0,2

1- ( 0,2+0,6) 1 0 - 0,6
0,3

1-(0,2+0,6) 80000 тонн; при убываю

щей отдаче от расширения производства (см. рис. 3.3) увеличение объ
ема выпуска свыше 80 тыс. тонн в год невыгодно фирме, так как при
быль будет снижаться;
в) при а+/3=1 применения формулы (3.8) не требуется; достаточно 
рассчитать предельные издержки, которые в этом случае постоянны 
и равны средним издержкам (формула (2.8)):

a c l =D=p1 Р1 + 
v ay

6 г» лР'
А

Рд

\Р Р 2 .

а+(3
=  0,2 1 + °-1 

v 0,3,
1Г0,7-0,2Л°'?

03-0,3

-1
= 0,18тыс.

руб.;
поскольку цена продукции 10 тыс. руб. превышает среднюю себестои
мость продукции (180 руб. за тонну), то в этом случае фирме выгодно 
неограниченно наращивать производство; если бы средние издержки 
были выше цены продукции, то производство необходимо было бы пре
кратить. Подробнее данная методика анализа будет рассмотрена 
в §3.5.

Кривая Полученное выражение наивыгоднейшего объема выпус-
= жения ка продукции как функции цены продукции и цен ресур

сов носит название ф у н к ц и и  п р е д л о ж е н и я  
ф и р м ы  с производственной функцией Кобба-Дугласа:

Q* =Q*(Po’P i , P 2)-
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сравнению с ростом производства, то есть средняя себестоимость про
дукции снижается, фирма имеет возможность продавать больший объем 
продукции по пониженной цене, продолжая получать максимальную 
прибыль. Эта ситуация позволяет фирме следовать стратегии освоения 
(«захвата») рынка сбыта.

Постоянная отдача от расширения производства выражается в 
том, что средняя себестоимость продукции не изменяется, что дает воз
можность фирме сохранять цену продукции неизменной. Такая ситуа
ция характерна для стратегии стабильного развития фирмы, функцио
нирующей в режиме плановой загрузки.

Убывающая отдача от расширения производства, связанная с 
ростом средней себестоимости продукции, обусловливает необходи
мость повышения цены при увеличении предложения продукции с це
лью сохранения максимальной прибыли. Это приводит к падению кон
курентоспособности продукции и сужает рынок сбыта.

прибыли, которая может в данном случае не достигать оптимального 
значения; в этом случае

обращении нестрогого неравенства в равенство), следует рассматривать 
как оптимальный объем выпуска в к р а т к о с р о ч н о м  п е р и о д е .

Таким образом, если в долгосрочном периоде задача рациональ
ной коммерческой деятельности формулировалась как задача безуслов
ной оптимизации, то при краткосрочном планировании возникает зада
ча на определение условного экстремума.

Оптимальный При краткосрочном планировании предположим, что

§3.4. Планирование по конкурентной модели 
в краткосрочном периоде

Особенности
краткосрочного
периода

В рамках краткосрочного периода ограничение на ре
сурсы приводит к ограничению на объем выпуска 
Q<Q и соответствующему ограничению величины

Q Z Q  ,

и значение Q , определяемое ограничением g(x) < Ь (как правило, при 

план
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первый ресурс ограничен величиной запаса bj, а второй имеется в неог
раниченном количестве.

В этом случае формируется функция Лагранжа, которая в случае 
двух факторов и одного ограничения имеет вид

L = P0Q(x1’X2)-(PiX1 + P2x2)+X(bl ~ xj ) ’ 
и необходимые условия оптимальности записываются следующим обра
зом:

dL dQ   ̂ л
^ r P o ^ ~ P l

dL
дх~,

d Q  п
PtfT Р2 =О,

dL , —  = b
дХ 1

дх,

dL 
дЪ,

Х = 0.

С учетом вида производственной функции Кобба-Дугласа из не
обходимых условий оптимальности следует:

р 0а — - р 1 -  Х = 0,
Xj

РоР—  - Р 2 =0’X

(Ь1 )Х = 0.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Выражения (3.9)-(3.11) являются объединением условий

1 Xj=0 и X = 0 ,

поскольку они не могут выполняться совместно:
• если bj -  Xj >0, то есть х} <Ь}, то множитель Лагранжа X показывает 

величину прироста дохода, который можно получить с единицы не
использованного резерва ресурса х}; следовательно Х = 0;

• если b j - x j = 0 ,  то есть ресурс х}использован в полном объеме, то 

значение X может быть любым X ф 0 ;
• если Ь1 -  х1 <0, то есть лд > bt , то множитель Лагранжа X представ

ляет собой сумму снижения дохода с единицы превышения запаса 
ресурса, а так как превышение считается невозможным, то X = 0.
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Объем затрат второго ресурса для оптимального плана определя
ется из соотношения (3.12) с учетом вида производственной функции:

д = р 4 Д “ ( * У —Р2

а Ро_
Р2

X* РАЩ ^  
Р2

1-р

Поскольку показатель степени

(3-13)

> 1, то величина затрат вто

рого (переменного) ресурса возрастает нелинейно при увеличении соот-

Роношения цен , то есть ч е м  д е ш е в л е  и з м е н я е м ы й  р е -
Р 2

с у р е ,  т е м  в б о л ь ш е м  о б ъ е м е  он  б у д е т  
р а с х о д о в а т ь с я  для обеспечения оптимального значения объема 
выпуска. Кроме того, большему значению ограниченного ресурса со

ответствуют более значительные затраты переменного ресурса (при 
b\ >Ъ1 на рис. 3.5).

Оптимальный Оптимальный объем выпущенной продукции опреде- 
объем выпуска „ л _ляется из выражения производственной функции Коб
ба-Дугласа с учетом соотношения (3.12):

Q* = АЬ р е Ро_
Р2

Q* =
1 a f  \
-  -  р А

V P2J

1-Р
(3.14)

Поскольку в реальных производственных процессах, как было показано 
в работах Д. Кобба и П. Дугласа, значения показателей эластичности 
равны ос=0,25, (3=0,75, то из выражения (3.14) следуют выводы:
• оптимальный объем продукции возрастает пропорционально увели-

а
чению запаса фиксированного ресурса, так как утр ~ 1;
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• оптимальный объем выпуска возрастает ускоренными темпами с 
увеличением соотношения цен продукта и переменного ресурса, так

Р >как ;_р

• значение оптимального объема выпуска не зависит от цены фикси
рованного ресурса.

Пример 3.4.1. Решить пример 3.3.1, если поставки зерна ограни
чены объемом 400 тонн в год:

a) Q* =40
0,8 0,6 

Ш ( 0£ ю '
03

1-0,6 соте= 5825 тыс. тонн;

б) (?  = 400 ’
0,2 0,2

Г 1 0 Л 
0,61- 0,6

03
1 - 0 ,6  о п= 89 тонн;

в) Q* = 400
0,3 0,3

Y 10Л1-0 ,7 0,7-
0,3

1 0,7 = 9333 тонн.
V ;

Во всех случаях оптимальный объем выпуска снизился.

§3.5. Анализ безубыточности
Методика планирования на основе исследованной в предыдущих 

параграфах задачи коммерческой организации нашла применение при 
анализе безубыточности производственной программы организации.

Б е з у б ы т о ч н о с т ь  -  это такое финансово-хозяйственное со
стояние, при котором доход фирмы равен издержкам. Объем производ
ства, при котором достигается состояние безубыточности, называется 
к р и т и ч е с к и м .

При этом делаются следующие предположения:
• Рассматривается м о д е л ь  с о в е р ш е н н о й  к о н к у р е н ц и и ,  

следовательно, значение предельного дохода постоянно и равно цене 
продукта, поэтому линия дохода -  прямая.

• О т д а ч а  о т  р а с ш и р е н и я  м а с ш т а б а  п р о и з в о д с т в а  
п р е д п о л а г а е т с я  п о с т о я н н о й ,  поэтому график функции из
держек представляет собой прямую линию.

• Рассматривается к р а т к о с р о ч н ы й  п е р и о д  п л а н и р о 
в а н и я ,  вследствие чего функция издержек представляется в виде сум
мы постоянных и переменных издержек.

64



С учетом сделанных предположений используются следующие 
подходы к проблеме оценки рентабельности плана производства:

1. Сопоставление валового дохода R(Q) с валовыми издержками 
C(Q) и отделение зоны прибыли от зоны убытка (рис. 3.6). Выражение 
для критического объема производства получим из условия равенства 
доходов и расходов:

p 0Q  = c f + cvQ > 
с

Q =■хРкр у
Ро ~ Cv

где cv -  удельные (средние) переменные издержки.

Значение объема выпуска QKp, при котором достигается безубы

точность в условиях покрытия переменных издержек ценой реализации, 
называется к р и т и ч е с к и м  з н а ч е н и е м .

2. Сопоставление среднего дохода AR(Q) =р0 и средних издержек 
AC(Q), определяющее те же зоны прибыли и убытка (рис. 3.7).

3. Сопоставление предельного дохода MR(Q) и предельных из
держек MC(Q), выявляющее возможность дальнейшей деятельности ор
ганизации. Поскольку для модели совершенной конкуренции

M R = ^  = p 0’ dQ
а в условиях краткосрочного периода предельные издержки равны 
средним переменным издержкам

дС
М С  = —  = ACV = с 

dQ v v’
то в этом случае необходимо сравнить значение цены продукта и вели
чину удельных переменных издержек; так, на рис. 3.7 в случае р 0 = р 0 
деятельность организации безубыточна при

а при

в ^ о кр,

o z Q < Q Kp
возможно дальнейшее функционирование организации, поскольку

P o >cv>
однако в случае р 0 = р'0 безубыточная работа невозможна и организация 

должна быть ликвидирована, так как p"0 <cv .
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Такой же вывод следует из рис. 3.6, так как сумма выручки при 
любом объеме выпуска меньше суммы переменных затрат в случае

Ро = Р о '■

R(Q)<CV, 

а при р 0 = ро выполняется условие

R(Q)>CV.

Пример 3.5.1. Объем продукции мебельного комбината за месяц 
составляет 100 стульев, цена продукции 5 руб. Переменные издержки 
равны 2 руб. на единицу продукции, сумма косвенных (постоянных) рас
ходов равна 110 руб. Оценить программу производства с точки зрения 
безубыточности.
Критический объем продукции определяется из условия равенства ва-

CF 110 „
лового дохода и валовых издержек; он равен QKp = ----------= - —у = 37

Ро ~ Cv

стульев. Поэтому текущая производственная программа безубыточ
на.

§3.6. Рациональная коммерческая деятельность в условиях 
монополии и монопсонии

Черты Многие производители, специализирующиеся на выпус-
монополии ке слабостандартизированных товаров или осваивающие
и монопсонии

уникальные, не имеющие аналогов, виды продукции, 
сталкиваются с условиями м о н о п о л и и  (или монополистической 
конкуренции). Монополия (pcovco -  один, тгсоХг -  продавать), в отличие 
от совершенной конкуренции, х а р а к т е р и з у е т с я  з а в и с и м о 
с т ь ю  ц е н ы  т о в а р а  о т  о б ъ е м а  р ы н к а ,  то есть кривая спроса 
на монополизированный продукт имеет вид

Ро=Ро(0)-
Следовательно, спрос на монополизированный продукт не явля

ется бесконечно эластичным; напротив, кривая спроса в этом случае 
убывающая.
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Вместе с тем в условиях монополии производитель обладает 
в о з м о ж н о с т ь ю  в л и я т ь  н а  ц е н у  реализуемого товара путем 
варьирования объема предложения, учитывая, что

dQ
то есть для увеличения объема продаж необходимо снижать цену и, на
оборот, для увеличения цены необходимо уменьшить объем предложе
ния.

Зачастую организация, занимающаяся производством специфи
ческого вида продукции, является преобладающим покупателем собст
венных поставщиков, которые, в свою очередь, вынуждены произво
дить сырье, материалы, полуфабрикаты и комплектующие изделия в 
строгом соответствии с требованиями, предъявляемыми заказчиком. В 
этом случае продукция поставщиков также становится нестандартизи- 
рованной и может быть реализована в пределах узкоспециализирован
ного рынка. Ситуация, при которой существует тесная взаимосвязь ме
жду поставщиком и покупателем, является обратной стороной 
монополии и носит название м о н о п с о н и и .

В условиях монопсонии ( pcovco -  один, 7tccovi -  покупать) покупа
тель имеет возможность оказывать влияние на цену приобретаемых у 
поставщиков ресурсов путем варьирования объема закупок, то есть су
ществует зависимость вида

P i = P i ( x i \  i =

Эта функция характеризует сумму затрат покупателя -  монопсо- 
ниста на приобретение ресурсов хг.

В общем случае покупатель может п р и о б р е с т и  б о л ь ш е е  
к о л и ч е с т в о  р е с у р с а ,  п р е д л о ж и в  б о л е е  в ы с о к у ю  
п л а т у  за него, то есть

Ф, >0, i = l  п.
дХ;

Задача Поскольку валовой доход организации определяется как
коммерческой
организации r (q ) =  P o(q )Q  ,

а сумма издержек равна
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C(Q) = Pi (xj )xj + p 2 (x2 )x2,

то в условиях несовершенной конкуренции (комбинации монополии и 
монопсонии) задача рациональной коммерческой деятельности имеет 
вид

шах П =  max [p0{Q)Q -  P j i x ^Xj  + р 2 (х2 )х2 \
Q , x ] y x 2 Q , X j , x 2

при условии
Q = Q( xj , x2 ).

Предельный доход в этом случае, в отличие от совершенной кон
куренции, не равен постоянной цене товара, которая определяется вы
ражением p { q )  = Po+pQ,  а также зависит от объема выпуска:

MR(g) = ̂ }  = p 0 +2pO,  (3 . 15)
dQ

где производная р = -^ -< 0  показывает, на сколько рублей снижается
dQ

цена продукции от своего начального значения р 0 при увеличении объ
ема предложения фирмы на единицу.

Предельные издержки также зависят от объемов потребляемых 
ресурсов:

M C i  fo )  = Pi  (у- ) + P P i  = Pi + 2 p ix i , i =  1 ,2 ,

-  dPi ^  nгде Pi = —— >u — рост цены ресурса при увеличении его закупок на еди-
GX-

ницу.

§3.7. Оптимальный план производства в условиях несовершенной 
конкуренции

Аналитическое Решение задачи коммерческой организации может 
решение быть получено методом множителей Лагранжа:

L(Q, х 1, х2 ,Х) = p 0Q - P jXj -  р 2х2 + X(Q(xj , x2 ) - Q ) .

Необходимые условия экстремума определяются приравнивани
ем нулю всех частных производных функции Лагранжа:
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= Ро

= -Pi

d- ^ Q - X  = 0, 
d Q  *

dPi 
dx.

d L  

d Q

dL  

d x .I i
c)T
—  = Q ( x 1 , x 2 ) ~  Q = 0,

x ■ + X ^ -  = 0 ,  i = 1,2,
dx .

d p
*■ = Po+ ~^~Q*, t ' 0 d Q

л dQ dPi * . , OX  = p  . н------ — x . , / = 7,2,
dxi dxi

Q *  = Q ( x ] , x * 2 ).

Первое условие показывает, что при оптимальных значениях 

(<2*, х*) множитель Лагранжа равен предельному доходу:

x =m r {q *).

Вторая группа условий показывает, что п р о и з в е д е н и е  
п р е д е л ь н о г о  д о х о д а  и п р е д е л ь н о г о  п р о д у к т а  к а ж 
д о г о  ф а к т о р а  р а в н о  п р е д е л ь н ы м  и з д е р ж к а м  э т о г о  
ф а к т о р а :

мМ@*)■ MQt (у )= МСг (.у), i = I,2. (3.16)

В последнем условии представлена просто производственная 
функция:

Q* = q (x *1 , x * ) = A x J x p2 . (3-17)

Условия (3.16),(3.17) являются исходными уравнениями определения 
объема выпуска и комбинации затрат ресурсов, максимизирующих при
быль. Кроме того, следует учитывать, что ранее полученное условие ра
венства предельного дохода предельным издержкам сохраняет силу и 
при монополии -  монопсонии:

dn(Q) dR(Q) dC(Q) 
dQ dQ dQ

m r (q , )= m c (q ").

0.

(3.18)

Используем выражение (3.18) для получения формулы оптималь
ного объема производства в рамках монополии (ситуация монопсонии 
не учитывается, то есть предельные издержки зависят только от объема 
выпуска по формуле (2.9)). Рассмотрим два частных случая:
а) отрицательный эффект расширения масштаба при г=0,5; подставим в 
(3.18) выражение предельного дохода (3.15) и предельных издержек 
(2.9):
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б) отсутствие эффекта расширения масштаба при r= 1 ; аналогично пре
дыдущему случаю

1 - - 1 * D  -  р п
P0 +2pQ = -DQ i  => Q =— тР1 - (3.20)1 2р

Функции спроса на ресурсы можно получить из условий (3.16), 
(3.17), выражения предельных продуктов MQt получены в примере 
1.3.3:

MQj = a  Q/xj ,

MQ2 =  Р (9 Л у ;

выражения предельных издержек получим, продифференцировав
С=р1х1+р2х2:

МС; = р ь 
МС2= /52- 

Под ставим эти выражения в (3.16):
(ро+2р Q*)aQ*/x* = рь

(ро+2 pQ V fiQ  */х2*= Р2-
Откуда можно выразить

* № * ) =
а(р0 +2pQ*)Q* 

Pi

*/ ч Р (Pn+2pQ*)Q* 
х*(б*) = — ----  ^  . (3.21)

Р 2

Таким образом, определив оптимальный объем производства по форму
лам (3.19), (3.20), следует затем рассчитать спрос на ресурсы по форму
лам (3.21).

Геометрическая На рис. 3.8 изображены кривые валового дохода R,
интерпретация „ _ _совокупных издержек С, прибыли П, а также зависи
мостей предельных и средних значений издержек и дохода. Отличие от 
вида соответствующих кривых в случае совершенной конкуренции со
стоит в том, что кривая дохода R имеет уменьшающийся темп роста при



увеличении объема производства и, соответственно, кривая предельного 
дохода MR является убывающей. Таким образом интерпретируется си
туация монополии. Ситуация монопсонии не приводит к характерным 
геометрическим отличиям, поскольку вид кривой предельных издержек 
в общем случае непосредственно не зависит от объема выпуска.

Поскольку при совершенной конкуренции оптимальное значение 
прибыли достигается при неизменной цене продукции р 0 = M R  даже 
при минимальном объеме выпуска, то в условиях монополии о п т и 
м а л ь н а я  в е л и ч и н а  п р и б ы л и  в с е г д а  не  п р е в ы ш а е т  
с у м м ы  п р и б ы л и  п р и  с о в е р ш е н н о й  к о н к у р е н ц и и :

П* <П*МОН сов.кон

Максимум прибыли в условиях монополии д о с т и г а е т с я  
п р и  о б ъ е м е  в ы п у с к а ,  не  п р е в ы ш а ю щ е м  о п т и м а л ь 
н ы й  в ы п у с к  в у с л о в и я х  с о в е р ш е н н о й  к о н к у р е н ц и и ,  
то есть

Q *  ^ Q^МОН сов.КОН ■

Пример 3.7.1. Если мукомольный завод (пример 3.3.1), приобре
тающий зерно по цене 200 руб. за тонну и энергию по цене 300 руб. за 
киловатт-час, является монополистом, то цена его продукции снижа
ется с ростом продаж p 0=10000-2Q (руб. за тонну). Определить оп
тимальный объем выпуска: а) при убывающей отдаче от расширения 
масштаба (г=0,5), а = 0,2;$ 0,3; б) при отсутствии эффекта расши
рения масштаба (г=1) а  = 0,3; $ = 0,7.

а) рассчитаем параметр D (см. пример 3.3.1):
1

а+р f  д о л
D  = p 1 Р1 +

V осу
А '1

ар2
=  0,2

(
1л  

У 0,2 j
1г0,3 -0,2Л°'3

0,2-0,3

1
~о2>

= 0,3

тыс.руб.;

оптимальный объем продукции равен (3.19)

10
Q = —2-0,3 + 2- 0,002 

б) параметр D для данного случая

= 16,56 тонны;
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Цена продукции определяется совокупным объемом выпуска:

Ро = Ро (Ql ’ Q2 ) ’
то есть одновременное повышение объемов производства приводит к 
снижению результирующей цены:

О, ^ < 0 .  
dQ, dQ2

Цены факторов производства определяются объемами закупок 
соответствующего фактора обеими фирмами:

P i=  Pi(x u>x 2i \  i = P 2>-’n , 
то есть если обе фирмы увеличивают объемы приобретения ресурсов, то 
цены на них возрастают:

др. др.
- ^ - > 0 ,  - ^ - > 0 ,  1 = 1,2,..„п. 
дхи dx2i

Основная задача одной из конкурирующих коммерческих орга
низаций заключается в максимизации прибыли путем варьирования 
объемов выпущенной продукции и израсходованных ресурсов:

П
max n i = p 0(Q1,Q2)Q1 - Y dPi {xl i , x 2i)xli 

Q i ’xn i=i
при условии

Ql = f l { x l l ’Xl2 ’- ’Xln)- 
В данном случае рассматривается формулировка задачи первой из
фирм, действующих в условиях олигополистической конкуренции.

Аналитическое функция Лагранжа для сформулированной задачи опре- 
решение деления условного экстремума записывается в виде

П
L{Q,x,X) = p 0(Q1,Q2)Q1- ^ P i ( x li,X2i )xli -X [ f1(xu ,x12,...,xln) - Q 1\

i=l
Условия оптимальности функции Лагранжа первого порядка:

&  = _ (п  п  \ + п  д Р ^  + п  дР о  8 Q 2 , ? = п
Ю / 5 1 dQj 1 dQ2 dQj

dL Pi(xii’x2i)~xu - ^ ~ xii У ' \  21 - 'к ~г]-  = 0’ i = P2,...,n, (3.22)dxn “ dxn n dx2 i dxh dxh

= f l ( XU ’X12’---’Xl n ) ~ Q l  = ®-
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Выразив множитель Лагранжа из первого уравнения системы (3.22) и 
подставив его выражение вместо X во второе уравнение системы (3.22),
можно получить 

Po+Q'1
г др0 + др0 д02 л dfi др. Ф г- дх2 .

-  Pi + х п — — + — — — i = 1,2,...,п,
дхп г г дхп дх2г дхп\дО/ dQ2 dQj j j

Q1 = f l { Xl l ’X12’---’Xln)-

Полученные необходимые условия оптимальности содержат
д02 dx2jкомпоненты и ——, которые получили название п р е д п о л о ж и -
dQi д а 

т е л ь н ы х  в а р и а ц и й ,  поскольку они отражают предположения 
первой фирмы относительно возможной реакции конкурента на вы-

дОбранную ею политику. Выражение ——  представляет собой изменение
dQi

объема выпуска продукции второго конкурента при единичном увели-

чении объема выпуска первого конкурента. Производные —— характе-
дХц

ризуют изменения затрат ресурса z-ro вида второй фирмы при единич
ном увеличении израсходованного первой фирмой объема данного 
ресурса.

§3.9. Дуполия Курно

Черты Рассмотрим простейший случай олигополии, в условиях ко- 
дуполии торой действуют два производителя однородного товара 

( д у п о л и я ) ,  производственный процесс которых характеризуется по
стоянным уровнем предельных издержек, а реализация происходит по 
линейной модели спроса.

В этом случае функции издержек производителей имеют вид 

Cj = cQj +d, С2 = cQ2 +d, c> 0, d > О,

где d — сумма постоянных издержек, с -  величина предельных издержек. 

Функция предложения товара аддитивна:

Q = Ql+Q2>

а функция спроса может быть представлена в виде
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p 0 = a -  b(Qj + Q2), a>0, b>0.
Функция прибыли одного из дуполистов записывается следующим об
разом:

n i = [a-b(Q1+Q2)lQ1 -c Q 1 - d ,  (3.23)

поэтому можно записать условие первого порядка максимизации при
были:

дП1 г / у. д 0 7
— -  = [a-b(Qj +Q?)]~bQ] - b — -Qj - c  = 0. 
dQj 1 У 1 2/J 1 dQ1 1

Гипотеза Анализ дуполии Курно1 основан на предпосылке о том, что
к УРн о  п р е д п о л о ж и т е л ь н ы е  в а р и а ц и и  р а в н ы  н у 
л ю , то есть каждый из дуполистов считает, что изменения объема 
выпуска его продукции не повлияют на объем выпуска продукции кон
курента. Равновесие Курно для обеих фирм определяется условиями:

дП1
= о,

дп2
dQ, dQi

=  0

dQj 9Q2
-=0

или

a~b{Ql + Q2)-bQ j - с  = 0, 

b{Q1 +Q2)-b Q 2 - c  = 0,
(3.24)

а

откуда

а -  с 
ЗЪ

Соответственно равновесная рыночная цена составит:

а + 2с
Ро = 3

а совокупный объем предложения равен:

2{а -  с)
Q-Qj +Q? - ЗЪ

1 Курно Антуан Огюстен (1801-1877) -  французский математик, экономист, автор труда 
“Исследования математических принципов теории богатства”
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q 2 =
a - с -  b Q } 

2 b

В этом случае предположительная вариация равна

d Q 2 _  д a - с -  b Q } 

2 b

1
2

Следовательно, необходимое условие оптимальности имеет вид 

^ -  =  a - b ( Q 1 + Q 2 ) - b Q 1 - c  +  ^ b Q ] = 0 ,

а кривая реакции первой фирмы определяется выражением

a - c - b Q 2
Qi =

— b
2

В условиях предположения Стэкельберга финансовые результаты 
обеих фирм зависят от стратегии второй фирмы: если она выбирает ва
риант реакции Курно (как предполагает первая фирма), то решением 
проблемы является равновесие Стэкельберга, определяемое пересечени
ем кривых реакций:

а -  с -  bQ2
Q i  =

Q2 =

а - с - b Q -

3- ь
2

а - с -  b Q j  

2 b

б/

Q ?  =

3- ь
2

а -  с  

4 b

Q,=

Qi =

a -  c  

2 b  ’

a - с  

4 b

Общий объем выпуска продукции равен

3  а - с
Qi + 0.2 -

4  Ъ

Сумма прибыли первой фирмы составит:

П С1 = [ a - b ( Q 1 + Q 2) \ ) 1 - c Q 1 - d  = a - b
3 a - c  

~4~~b
_ { a -  c)za - с  a - с  7

 с  a =■
2b 2b 8b

■d. (3.28)

Таким образом, первая организация производит вдвое больше 
продукции, чем вторая, следовательно, получает большую прибыль:
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e f - e f  =к а - с  а - с  а - с
'1 1 2 b  ЗЪ 6Ъ ’

в то время как снижение объема выпуска второй фирмы составит:

а - с  а - с  а - с
02е  -  Q ?  = 4Ъ ЗЪ 12Ъ

то есть в соответствии с реакцией второй фирмы снижение сегмента ее 
рынка по сравнению с приростом сегмента рынка первой фирмы про
исходит в пропорции:

Q f - Q ? _ d Q 2 _  I

Q ?  -  Q f  8 Q ,  2

Неравновесие Другой возможной ситуацией дуполии является случай,
Стэкельберга , тгкогда вторая фирма не пользуется кривой реакции Кур

но, а действует также согласно кривой реакции Стэкельберга, то есть 
каждая фирма н е п р а в и л ь н о  п р е д п о л а г а е т ,  что другая исполь
зует политику Курно. Равновесие определяется пересечением кривых 
реакций Стэкельберга:

а - с -  b Q 2
Qj =

3-Ь
2

а -  с -  b Q j  

2

Qi
а - с

V
2

Q?  =
а -  с  

2

Совокупный объем выпуска обеих фирм составит:

4 ( а - с )
Q1 +Q ~

5Ъ

При этом суммы прибыли дуполистов равны:

n f H  =  П (2 И = [ а - b ( f H] Q f H  - c ( j ; H - d =  

4 { a  -  с )
a - b -

5 b

2 ( a - c )  2 ( a - c )  ,
-  c —    -  a

5 b 5 b

2 { a  -  c )  

2 5 b
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В условиях неравновесия Стэкельберга о б е  ф и р м ы  п р о и з 
в о д я т  б о л ь ш е  п р о д у к ц и и ,  ч е м  п р и  р а в н о в е с и и  
К у р н о :

п С Н  _  Г)К _  а ~ С _  а ~ С _  а ~ С
^ 1 ^ 1 5_ь  ЗЬ 15Ъ ’

2

однако п о л у ч а ю т  м е н ь ш и е  с у м м ы  п р и б ы л и :

п сн _ п к = 2(а-~ с)2 _ _ (а ~ с)2 = _ 7(а -  с)2 _ 2
25Ъ 9Ъ 225Ъ  v 7

1 22
_6Ъ 2 2 5 ,

Использованы следующие обозначения: QfH -  объемы выпуска i-я

фирмы в условиях неравновесия Стэкельберга и равновесия Курно; 
QCH ,QK ~ соответствующие совокупные объемы выпуска.

“Неравновесие Стэкельберга” является е д и н с т в е н н о й  
т о ч к о й  р а в н о в е с и я  с точки зрения теории игр, поскольку в этом 
случае обе фирмы делают неправильные предположения о стратегии 
конкурента и снижение прибыли является платой за ошибку.

§3.11. Кооперативная дуполия

Максимизация Дуполисты могут вступить в с о г л а ш е н и е  о с о -  
совокупной
прибыли в м е с т н о и  д е я т е л ь н о с т и  на рынке с целью по

лучения максимальной совокупной прибыли так назы
ваемого простого товарищества. В этом случае условия выбора опти
мальных значений объемов выпуска дуполистов имеют вид

max П=  max {a-b(Qj +Q2)\Qj +Q2)~ c{Q} +Q2)~ 2d}.
Q 1 & 2  Q 1 & 2

Оптимальная программа выпуска фирм должна удовлетворять 
условию:

дП
3{Q,+Q2)

так что

/ - »  / - »  а ~ сQi Q? ~ - - - - -
1 2 2Ъ

=  a - b ( Q j + Q 2 ) - b ( Q j  + Q 2 ) - c =  0 ,
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Точки касания изопрофиты одной фирмы и кривой реакции Кур
но другой фирмы являются точками равновесия Стэкельберга.

Неравновесие Стэкельберга (точка С на рис. 3.11) располагается 
выше и правее равновесия Курно (точка К  на рис. 3.11), поскольку по
ведение обеих фирм в условиях неверных предположений о стратегии 
конкурентов (гипотеза Стэкельберга) близко к монополистическому об
разу действий.

К о о п т и м а л ь н а я  л и н и я  М }М 2 имеет полученное выше 

уравнение

/-» /-» а ~ сQ l+Q2 ~ 2Ь

и представляет собой м н о ж е с т в о  т о ч е к  к а с а н и я  и з о п р о 
ф и т  д в у х  ф и р м .

Таким образом, в п р е д е л а х  к о о п т и м а л ь н о й  л и н и и  
ни  о д н а  из  ф и р м  не  м о ж е т  у в е л и ч и т ь  с в о ю  п р и 
б ы л ь ,  не  у м е н ь ш и в  п р и б ы л ь  к о н к у р е н т а .  Иначе говоря, 
сочетания объемов выпуска фирм на этой прямой являются р а в н о -  
э ф ф е к т и в н ы м и  т о ч к а м и  для кооперативной дуполии, а сама 
линия определяет м н о ж е с т в о  П а р е т о  для дуполистов, стремя
щихся наращивать индивидуальную прибыль.

Пример 3.11.1. Рассмотрим две организации-дуполиста, у  кото
рых постоянные издержки отсутствуют, а удельные переменные из
держки равны 1010 рублей на единицу выпуска; функция издержек име
ет вид

Ci =1010Qi .

Предположим, что максимальная цена, которую готов заплатить по
купатель, составляет 1022 рубля, а при появлении на рынке каждой 
дополнительной единицы выпуска цена понижается на 0,5 рубля, то 
есть функция спроса

p0 =a-b(Q1+Q2) = 1022-0,5(Q1+Q2).

7 л (а - с ) 2 (1022-1010)2 „ 0 0В этом случае а = 0, -------— = ----------------— = 288.
Ъ 0,5
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1) В условиях равновесия Курно суммы прибыли каждой из фирм 
по формуле (3.27) равны

_ у а -  К 2
Ч ~ ±А2
тг (а - с )  28877, = п ¥  =  ------ —  d = ------= 32 руб.,
1 7 9Ъ 9

значит, совокупная прибыль дуполии Курно составит (32+32)=64руб.

2) При равновесии Стэкельберга первая фирма получит прибыль 
(формула (3.28))

(а - с )2 288 _Z7f = ------ -— d =----- = 36 руб.,
1 8Ъ 8

а вторая фирма (формула (3.29))

Пс 9 ^ _ d _ 9 z p L =2 ^ _ 2 ^  = I8 Руб
2 8Ъ 16Ъ 8 16

Поэтому сумма прибыли дуполистов при этом равна (36+18) =54 руб.

3) В условиях неравновесия Стэкельберга суммы прибыли обеих 
фирм одинаковы (формула (3.30)):

i-г си i-г си 2 (а -с )2 , 2-288 ,П9Н = П^н  = —-----  —  d = -------- = 23,04 руб.,
1 2 25Ъ 25

то есть совокупная прибыль дуполии равна (2-23,04)=46,08 руб.

4) При кооперативной дуполии совокупная прибыль (формула
(3.32)) составит

= ^ -  = 72 руб.,

то есть наибольшая из всех рассмотренных вариантов.
Таким образом, потери прибыли являются платой за конкурирующий 
характер стратегий дуполистов.
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 3.1 
Оптимизация прибыли в условиях совершенной конкуренции

3.1.1. Фирма по производству линолеума использует пластмассу 
по цене 5 руб. за кг и краситель по цене 8  руб. за кг и продает товар по 
цене 100 руб. за кв. м. Коэффициенты ПФ равны: а  = 0,5,  р = 0,5,  А=1. 
Определить функции спроса на ресурсы, оптимальный объем выпуска и 
максимальное значение прибыли в долгосрочном периоде.

3.1.2. Решить задачу 3.1.1 для случаев:
а) возрастающей отдачи от расширения масштаба 

а  = 0,8; р = 0,6;

б) убывающей отдачи от расширения масштаба а = 0,2; /?=о,б; ;

в) отсутствия эффекта расширения масштаба а  = 0,3; р = 0,7 .
3.1.3-3.1.4. Решить задачи 3.1.1-3.1.2 графически.
3.1.5-3.1.8. Решить задачи 3.1.1-3.1.4 в условиях краткосрочного 

периода, если объем затрат первого ресурса зафиксирован -  закупки 
пластмассы ограничены объемом 1 0  кг в день.

3.1.9. Провести анализ безубыточности производственной про
граммы в краткосрочном периоде, если цена линолеума в задаче 3.1.1 
равна 1 0 0  руб. за кв.м., фиксированные издержки равны 2  млн. руб., 
удельные переменные издержки составляют 80 руб. за кв.м.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 3.2 
Оптимизация прибыли при несовершенной конкуренции

3.2.1. Фирма-монополист сотовой связи оплачивает эфир (1-й ре
сурс) по цене 300 руб. в час и труд операторов -  2-й ресурс (фонд опла
ты труда одного сотрудника 0,06 руб.). Цена определяется выражением: 
ро=1000-0,IQ  (руб. за час связи). Определить оптимальный объем вы
пуска в случае А=1, а также при убывающей отдаче от расширения 
масштаба а  = 0,1; (3 = 0,4 и при отсутствии эффекта расширения масшта
ба а  = 0,4; (3 = 0 ,6 .  Найти оптимальный с точки зрения прибыли объём 
выпуска. Определить спрос на ресурсы и найти максимальную прибыль. 
Построить графики дохода, издержек, прибыли.
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3.2.2. Решить задачу 3.2.1 для случаев:

а) а  = 0,3; р = 0,2 ;

б) а  = 0,5; (3 = 0,5.

3.2.3. Две фирмы сотовой связи работают в условиях дуполии 
Курно; функции издержек (за год) описываются выражением 
С, = cQj + d , i=l,2, с=2 руб. (за минуту), d=2 тыс. руб.; функции спроса

имеют вид р 0 = a-b(Q j +Qj), а=100 руб. (за минуту), Ь=0,05 руб. с ми

нуты. Построить кривые реакции фирм, определить равновесный объём 
выпуска и сумму прибыли каждой фирмы при этом объёме.

3.2.4. Решить задачу 3.2.3, если первая фирма считает, что конку
рент реагирует в соответствии с гипотезой Курно.

3.2.5. Решить задачу 3.2.3, если обе фирмы ошибочно предпола
гают, что конкурент реагирует в соответствии с гипотезой Курно.

3.2.6. Решить задачу 3.2.3 в условиях кооперативной дуполии.
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dx x x
Решением дифференциального уравнения (4.5) является функция

U = а\пх + С
с начальным условием

U(x0)=U0 =0,

откуда
a In xQ + С = 0 ,

С -  - a  In х (),

и  = аЫ— . (4.6)

Таким образом, ф у н к ц и я  п о л е з н о с т и  п р е д с т а в л я е т  
с о б о й  л о г а р и ф м и ч е с к у ю  к р и в у ю ,  подкасательная которой 
равна а, асимптота -  ось ординат. Поэтому сумма дохода и убытка 
(длина подкасательной а) остается постоянной для любых игровых си
туаций, так как рассматривается игра с полной суммой.

Однако функция полезности вида (4.6), имеющая адекватную иг
ровую интерпретацию, не нашла широкого применения в теории полез
ности, так как на интервале ( ) < х < х 0 функция (4.6) принимает отрица

тельные значения.
Более распространена логарифмическая функция Бернулли, по

лученная путем смещения дуги U0Un параллельно самой себе влево до

совпадения точки U0 с точкой, абсцисса которой х=1, то есть при сдви

ге на величину (х0 - 1) :

U = а\п{х -  х0), х> х0 >0.

Для случая нескольких благ логарифмическая функция записыва
ется в виде

U = Uj + U2 = cij ln(jc; -  x01)+ а2 In(х2 -  xQ2), я. > 0, xf > xQi > 0. (4.7)

Пример 4.2.1. Предпочтения потребителя, приобретающего 
10 литров молока и 2 тюбика зубной пасты в месяц, выражаются 
логарифмической функцией полезности с коэффициентами 
xoi = х02 = а1 = а2 = 1 ■ Потребитель рассуждает о том, что ему



полезнее: приобрести дополнительно 1 литр молока или 1 тюбик пас
ты?

Запишем функцию полезности потребителя:
U = 2  ln (x j  —l )  + l n ( x 2 - 1 ).

Для ответа на вопрос потребителю нужно сравнить предельные по
лезности молока и пасты при данном объеме потребления этих това
ров. Вычислим предельные полезности по формуле (4.1):

MU -  д и (х) -  д 12 1 п (х 1 ~ 1) + 1 п (Х2 ~ 7)] _
1 dxj dxj

d[ln(x7 - ; ) ] _ 2 _ 2 -  q  22  е(^-п о л е з -

dxj X j —1 1 0 - 1  ’ литр

M U  -  dU(x) _  d\2\n{x1 - 1)+ \n(x2 - - / ) ]_  5[ln(x2 ~ -0 ]_  1 _ 1 _ ^ ед.полез.

dx2 dx2 dx2 x 2 ~ l  2 - 1  тюбик2

Таким образом, потребителю значительно полезнее приобрести допол
нительно тюбик пасты, чем литр молока.

Степенная Продолжая игровую интерпретацию (рис. 4.3), Д. Бер-
функция нулли ввел понятие с р е д н е г о  в ы и г р ы ш а  (средне

го значения полезности):

j j  _ f P  1 + f 2^2
f , + f 2 ’

где f j  -  частота получения j - го блага (наступления j - го выигрыша).

Полагая aj=a2=a, то есть считая сумму дохода и убытка одинако
вой для всех рассматриваемых товаров, получим формулу средней по
лезности:

_  f .almx,- х л)+ f 1a\n(x1 - х п) и  = Д  w  0_)_J_2 w  0_> = а Ы

f , + f l
('х1 Xo)fl+f2 '(Х2 Xo)fl+f2

\b2= a\n (xj -  x Q У1 ■ (x2 -  x Q )й

Поскольку логарифмическая функция является возрастающей, то 
подлогарифмическое выражение также представляет собой функцию 
полезности:

U = ( x i - x 0 )bl ■(х2 - х 0 )ЬУ
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В общем виде степенная функция записывается следующим обра
зом:

U = а(х1 -  xQI)bl (х2 -  xQ2f 2 , а>0, b1 + Ъ2 = 1 х. > xQj > 0 . (4.8)

Функция (4.8) применяется для описания предпочтений потреби
теля, который н е  у д о в л е т в о р е н  п р и  о т с у т с т в и и  х о т я  
б ы  о д н о г о  б л а г а .

Смысл теории игр, вложенный Д. Бернулли в функцию средней 
полезности, позволил интерпретировать полезность в задачах определе
ния первоначального объема блага, необходимого для достижения оп
ределенного уровня полезности, и прироста удовлетворения, связанного 
с приращением располагаемого объема блага. В этом случае предпола
гается, что речь идет об одном благе, которое может иметься в различ
ных количествах и, следовательно, обеспечивать разный уровень удов
летворенности.

Пример 4.2.2. Продавец планирует реализовать товар за 10 ООО 
руб., однако, как правило, из 100 сделок аналогичного типа 5 оказыва
ются неудачными. Сделка может быть застрахована за 800 руб. Оп
ределить: а) начиная с какой суммы капитала продавец может отка
заться от страховки; б) каким минимальным капиталом должен 
располагать страховщик, чтобы ему были выгодны такие условия 
страхования.

Определим размер начального капитала продавца х}, считая 

х0 =0, х2 =Xj +5, 5 -  прирост капитала. Приравняем среднюю полез-

ностъ при отказе от страховки (х7 + 10000)юо • x j00, и при согласии за

страховать сделку х} + (l 0000-800). Уравнение

9 5  —

(xj +10000)ж  ■ x j 00 =Xj+ 9200

имеет приближенное решение х} =5043. Поэтому если капитал про

давца превышает сумму 5043 руб., то прирост средней полезности в 
случае отказа от страховки выше, чем в случае ее принятия.

Размер начального капитала страховщика определим из условия 
равенства его средней полезности при принятии на себя страхования и 
при отказе от страхования:
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Иначе говоря, полезность выражается абсолютной величиной от
клонения объемов потребления благ друг от друга, взятой с обратным 
знаком:

U = -\xj -  х2\.

Более удобной является дифференцируемая функция полезности, 
поэтому функцию модуля целесообразно заменить на квадратическую 
функцию:

U = -(xj -  х2 У ,

или, в более общем виде:

U = -(а1х1 -  а2х2)2 = 2а1а2х1х2 -cijXj - а 2х2. (4.9)

Функция Аллена, вид которой при фиксированном объеме по
требления первого блага показан на рис. 4.5, всегда отрицательна и 
представляет собой « ф у н к ц и ю  п о т е р ь » ,  которые несет потреби
тель если располагаемые объемы благ отличаются от заданных удель
ных потребностей а} и а2\

а ,
а 1х 1 =  а 2х 2 = >  х 2 = — х 1 ;

а 2

только в этом случае потери равны нулю и «полезность» максимальна.

§4.3. Количественная теория полезности

Аддитивная Экономисты XIX века (Уильям Джевонс, Леон Вальрас),
функция как основоположники к а р д и н а л и с т с к о г о  ( к о -
полезности л и ч е с т в е н н о г о )  подхода к оценке полезности по
требителя, предполагали, что потребитель способен оценить потребляе
мые им товары с точки зрения величины полезности, причем ц е л ь ю  
п о т р е б и т е л я  я в л я е т с я  м а к с и м и з а ц и я  п о л е з н о с т и .  
Поэтому первоначально полезность набора благ представлялась как 
сумма полезностей всех входящих в комплект благ, то есть использова
лась а д д и т и в н а я  функция полезности:

у  = Д  (4.10)
/

где Uj -  полезность блага хг.
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Следовательно, предполагалась н е з а в и с и м о с т ь  п о л е з 
н о с т е й  отдельных благ друг от друга.

В современной теории многокритериального выбора решений 
вид (4.10) агрегированного критерия по-прежнему широко распростра
нен, однако вводится зависимость альтернатив по полезности, выра
жаемая к о э ф ф и ц и е н т а м и  з н а ч и м о с т и  ку.

и  = £ щ ( х  Д

(4.11)
Х*,='-

7

Функции полезности, рассмотренные выше, также являются аддитив
ными функциями вида (4.11).

Пример 4.3.1. Провести упорядочение по полезности альтерна
тивных проектов трех моделей автомобилей при следующих значениях 
критериев (объемов благ) и коэффициентов значимости:

№
п/п

Крит ерий (благо) М одель Коэф ф ициент
значимост и1-я 2-я 3-я

1 Цена, тыс. р уб 28 30 30 0,4

2 П олезный объем, м 3 4 5 6 0,1
3 Расходы на обслуж ивание, 

тыс. руб.
3 1 2 0,2

4 Скорость, км/ч 180 180 200 0,3

Определим полезность блага и ((х() как возрастающую безраз

мерную функцию объема блага xf, то есть большему количеству блага 

должно соответствовать большее значение его полезности:

X, 8 U

I
если

•X, дх,
г- > 0 .

X
— , =  —
x i x i

если
dU t
дх.

< 0 .
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Расчет частных полезностей проведен в таблице:

Н омер

крит е
р и я

X i, х^ u t

М одель М одель

1-я 2-я 3-я 1-я 2-я 3-я

1 1/28 1/30 1/30 0,1024 0,35 0,33 0,33

2 4 5 6 15 0,27 0,33 0,40

3 1/3 1 1/2 1,833 0,18 0,55 0,27

4 180 180 20 560 0,32 0,32 0,36

Полезности моделей с учетом коэффициентов значимости равны:

Uj = 0,4 ■ 0,35 + 0,1 ■ 0,27 +  0,2 ■ 0,18 + 0,3 ■ 0,32 = 0,299,

U2 = 0,4 ■ 0,33 +  0,1 ■ 0,33 +  0,23 ■ 0,55 +  0,3 ■ 0,32 =  0,371, 

и з = 0,4 ■ 0,33 + 0,1 ■ 0,40 +  0,2 ■ 0,27 +  0,3 ■ 0,36 =  0,454.

Итак, модели предпочтительны в следующем порядке:

М одель 3 , М одель 2 , М одель 1 .

Законы Цель максимизации количественной полезности нашла вы- 
Г ОССбНЭ ражеиие в закономерностях, полученных немецким эконо
мистом Германом Госсеном в 1854 г. в работе «Развитие законов обще
ственного обмена и вытекающих отсюда правил человеческой деятель
ности».

П е р в ы й  з а к о н  Г о с с е н а : в  одном непрерывном акте по
требления полезность последующей единицы блага убывает; при по
вторном акте потребления полезность каждой единицы блага уменьша
ется по сравнению с ее полезностью при первоначальном потреблении. 

Математическая запись этого закона имеет вид

мтт dU п dMU d2U . (Л 10ЧMU = >0, ------- = — - < 0, 1 = 1,2, (4.12)
д х ( д х у д х 2

то есть п р е д е л ь н а я  п о л е з н о с т ь  б л а г а  по  м е р е  е г о  п о 
т р е б л е н и я  у м е н ь ш а е т с я .
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Этот закон также получил название «аксиомы ненасыщения», по
скольку при MU > 0 функция полезности возрастающая, то есть насы
щения потребителя не наступает. Рассмотренные виды функции полез
ности удовлетворяют аксиоме ненасыщения.

Первый закон Госсена был получен э м п и р и ч е с к и м  п у т е м  
на основе обобщения с у б ъ е к т и в н ы х  м н е н и й  о полезности по
требления благ в различных количествах.

Пример 4.3.2. Потребитель, рассмотренный в примере 4.2.1, 
приобретал 10 литров молока и 2 тюбика зубной пасты в месяц, и при 
логарифмической функции полезности

U = 2\n(xj - l )+\n(x2 - l )

его удовлетворение от дополнительного литра молока составляло
т.гТт 2 2 Л „„ед .полез.
M U  j = --------- =  = 0,22-

X j —1 1 0 - 1  лит р

Если же данный потребитель будет приобретать 30 литров молока в 
месяц, то увеличение закупок молока на 1 литр принесет ему дополни
тельно

ытт 2 2 Л п^ед .полез.
M U , = -------- =  = 0 ,0 7 -------------- ,

х  j — 1 3 0 - 1  лит р

то есть предельная полезность уменьшится.
В т о р о й  з а к о н  Г о с с е н а :  максимум полезности потребляе

мых благ за ограниченный период времени достигается, если затраты 
времени на потребление каждого блага таковы, что предельные полез
ности благ одинаковы.

Речь идет о задаче определения условного экстремума функции 
полезности

и  =  У  и  у , )
i

при ограниченном времени потребления благ

2 У х/ = г >
/

где tj -  время потребления единицы z-ro блага, Т -  располагаемый фонд 

времени.
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миш- Ш .  l'> 'Ы J -а д ^ н ^ Г — ■

ot2x 2 (12х 2 упак

С о г л а с н о  2 - м у  з а к о н у  Г о с с е н а , п р и р а в н я в  э т и  в ы р а ж е н и я , п о л у ч и м  

0,2(3х1 )~°’8 (5х2 )0,8 =0,8(Зх1)°’2(5х2)-0’2 ^ х 2 = 2,4xx.

У ч и т ы в а я  з а т р а т ы  в р е м е н и  н а  р а з г р у з к у ,  с о с т а в и м  у р а в н е н и е  ф о н д а  в р е м е -  

3 5
ни: — х, л— х, =2часа. О т к у д а  х, =8/сг, х9 =19,2 упак.

60 1 60 2
З н а ч е н и е  с п р о с а  н а  н е д е л и м ы е  т о в а р ы  с л е д у е т  о к р у гл и т ь  в  м е н ь ш у ю  с т о р о 

ну, т а к  к а к  в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  н е  б у д е т  в ы п о л н е н о  у с л о в и е  з а д а н н о г о  ф о н д а  

в р е м е н и . П о э т о м у  н а  р а з г р у з к у  х л е б а  о н и  д о л ж н ы  п о т р а т и т ь  

хр  =8*3 = 24мин.,ху2 =19*5 = 95мин. Р е з е р в  в р е м е н и  (1 2 0  -  1 1 9 )  =  4  м и н  н е  п о з в о 

л я ет  д о б а в и т ь  п е р в о г о  т о в а р а  (в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  н у ж н о  б ы л о  б ы  с р а в 

н и т ь п р е д е л ь н ы е  п о л е з н о с т и ) .

Закон Основным результатом количественной теории полезности
спроса стал з а к о н  с п р о с а ,  полученный американским эконо

мистом Альфредом Маршаллом в 1927 т. в работе "Принципы экономи
ки" . Маршалл исходил из того, что п р е д е л ь н а я  п о л е з н о с т ь  
д е н е г 1, равная отношению предельной полезности блага к его цене, 
о с т а е т с я  п о с т о я н н о й :

M U .
   = MJJ = const.

Pt
Это объясняется тем, что, по второму закону Госсена, потребитель мак
симизирует свою полезность путем потребления широкого ассортимен
та товаров, следовательно, изменение цены одного товара не повлияет 
на покупательную способность денег в целом. Отсюда следует, что пре
дельная полезность блага пропорциональна его цене:

MUt ~ Pi ,

а поскольку, согласно первому закону Госсена, предельная полезность

обратно пропорциональна объему потребления блага M U . , то
х./

Pi , то есть к р и в а я  с п р о с а  я в л я е т с я  у б ы в а ю щ е й .  В 

этом состоит закон спроса.

1 Деньги фигурируют здесь в своей функции меры стоимости.
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M U j = M U 2 =
X j - 1  x 2 - 1

а также цены товаровpi=10, p2=15 в условие оптимального выбора (4.17):
2

b p  = E ^ X!=L(Xj- i ) +I. (4.18)
1 15 3

Подставим это выражение для х2 в бюджетное ограничение:

10х1+15[(х1-1)/3+1]=120,

откуда выразим оптимальный объем потребления первого товара: 
х *1=7,3 литра. Оптимальный объем потребления второго товара най
дем по формуле (4.18):

х 2=(xi-l)/3+1=(7,3-1)73+1 =3,1 тюбика.

Таким образом, п о т р е б и т е л ь ,  п р и о б р е т а я  7,3 л и т р а  
м о л о к а  и 3 (с у ч е т о м  ц е л о ч и с л е н н о с т и )  т ю б и к а  п а с т ы  
в м е с я ц  п р и  д о х о д е  в 120 р у б . ,  д о с т и г а е т  м а к с и м а л ь н о 
го  у д о в л е т в о р е н и я .  Его уровень удовлетворенности при этом най
дем, подставив оптимальные объемы потребления товаров в функцию 
полезности (пример 4.2.1):

U = 2 ln(jc; - 1) + \п(х2 - l )  = 2 In(7,3 - 1) + In(3J -1 )  = 4,4ед.полез.

Пример 4.4.3. Предположим, что цены товаров в примере 4.4.2 
возросли: молока на 2 руб., зубной пасты на 4 руб. Вследствие этого 
реальный доход, то есть покупательная способность потребителя, по
низилась. Какую компенсацию должен получить потребитель, чтобы 
он мог приобрести товары в прежних количествах?

Если бы потребитель приобретал 1 литр молока и 1 тюбик 
пасты, то компенсация должна быть равна повышению цен:

Ар1+Ар2=2+4=6 руб.
н< н<

Но поскольку товарный набор потребителя х ь х 2, то компенсация вы
числяется по формуле

Ad=ApiX )+Ар2х )■ (4.19)
Таким образом, чтобы сохранить прежний уровень удовлетворенно
сти, потребитель должен получить 2-7,3+4-3,1=27 руб.; при таком 
приросте дохода он может приобрести прежний товарный набор по 
возросшим ценам.
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§4.5. Порядковая теория полезности

П о р я д к о в а я  ( о р д и н а л и с т с к а я )  теория полезности вы
ражала переход от поисков абсолютной величины стоимости к ее отно
сительной величине. Основными предпосылками отказа от кардинали- 
стского подхода к определению полезности явились:

а) невозможность количественно оценить с у б ъ е к т и в н у ю  
п о л е з н о с т ь  потребителя в силу несоответствия требования о б ъ 
е к т и в н о г о  и з м е р е н и я  субъективным оценкам;

б) неизмеримость предельной полезности как основы кардинали- 
стской теории;

в) неадекватность «закона» убывающей предельной полезности 
для некоторых экономических явлений, например, п е р е к р е с т н о г о  
в л и я н и я  б л а г  в наборе:

-  увеличение количества одного с у б с т и т у т а  (печенья) влечет 
снижение предельной полезности другого субститута (баранок) 
при неизменном количестве его потребления;
-  увеличение объема потребления одного к о м п л и м е н т а  
(хлеба) приводит к увеличению предельной полезности другого 
комплимента (масла), хотя объем последнего постоянен.

Метод Основой нового подхода к определению полезности
кривых
безразличия стали к р и в ы е  б е з р а з л и ч и я ,  использованные в 

работе английского экономиста Джона Хикса и Роя Ал
лена «Еще раз о теории стоимости», опубликованной в 1934 г.

Метод кривых безразличия предполагает, что потребитель имеет 
субъективную шкалу предпочтений, а функция полезности устанавли
вает п о р я д о к  п р е д п о ч т е н и й  наборов благ. В результате от и е - 
и з м е р и м о й  предельной полезности можно перейти к п р е д е л ь 
н о й  н о р м е  з а м е щ е н и я ,  которая выражает количество блага х2, 
от которого потребитель согласен отказаться в обмен на дополнитель
ную единицу блага х7.

Поскольку предельная норма замещения равна с о о т н о ш е 
н и ю  ц е н  благ, то этот показатель о б ъ е к т и в е н  и величина

MRS Xjx2 может быть установлена даже в том случае, когда сама полез-
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§4.6. Различные типы благ (товаров)

Коэффициенты К о э ф ф и ц и е н т  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  с п р о -
чувствительности *

ох .
са  по  ц е н е  —-  показывает, на сколько единиц 

др,

изменится спрос на данный товар, если его цена увеличится на 1 рубль. 
К о э ф ф и ц и е н т  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  с п р о с а  по  д о х о д у
дх—-  показывает, на сколько единиц изменится спрос на данный товар, 
81

если доход потребителя увеличится на 1 рубль. В соответствии со зна
ками показателей чувствительности блага могут быть отнесены к одно
му из следующих типов:

* * 
dXj dXj

1. Н о р м а л ь н ы е  и ц е н н ы е  блага: —-  < 0, —-  > 0, то есть спрос
др, 81

на благо снижается при увеличении его цены и возрастает при увеличе
нии дохода потребителя (например, масло).

* * 
дх ■ дх ■

2. Н о р м а л ь н ы е  и м а л о ц е н н ы е  блага: —- < 0 , —-<0,  то есть
др, 81

спрос на благо снижается как при увеличении его цены, так и при росте 
дохода потребителя. Например, ценным благом может считаться масло, 
а малоценным -  маргарин.

дх*
3. « Т о в а р ы  Г и ф ф и н а » :  — -  > 0, это означает, что спрос на благо

Ф ,
растет при увеличении его цены. Товары Гиффина1 являются малоцен
ными. Примером товаров Гиффина может служить труд низкоквалифи
цированных работников для небольших предприятий как потребителей: 
при повышении цены блага (минимальной оплаты труда) предприятие, 
не имея возможности приобрести технологичное оборудование в связи с 
бюджетным ограничением, вынуждено нанимать еще больше низкооп
лачиваемых работников. Другой пример товаров Гиффина: продоволь
ственные товары в комбинации с одеждой -  повышение цены на про
дукты приводит к тому, что реальный доход потребителя снижается на

1 Роберт Гиффин (1878-1943) -  английский экономист, исследовавший проблемы потре
бительского выбора.
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2 . Н е з а м е н и м ы е  б л а г а ,  изменение цены которых не 

влияет на объем потребления (спрос совершенно не эластичен): Е^г = 0.

3. Т о в а р ы  Г и ф ф и н а ,  спрос на которые растет с увеличе

нием цены: ЕА >0. Блата Гиффина с совершенно эластичным спросомхг

невозможны ввиду бюджетного ограничения.
П е р е к р е с т н а я  э л а с т и ч н о с т ь  с п р о с а  по  ц е н е  по

казывает процентное изменение спроса на одно благо при 1 -процентном 
изменении цены другого:

Epj =^Ч_ £
Х' “ Ф ; ' 4  '

В соответствии со значением этого коэффициента блага могут быть 

взаимозаменяемыми (е^ > о}, взаимодополняемыми (е^ < или неза

висимыми (е^ = о}.

Пример 4.6.1. Рыночная цена масла животного возросла с 80 
руб. за кг до 100 руб., вследствие чего средний потребительский спрос 
на него упал с 5 кг в месяц до 4 кг в месяц. Насколько эластичен спрос 
на масло?

Определим коэффициент эластичности спроса на масло по 
формуле (4.20):

v Pi х7 ~ хГ Рг+р"г 5 - 4  80 + 100т2 — „ I * *• — * — i/0.
г' Pi ~ P i  х * + х * 80 ~ 100 5 + 4

Таким образом, при повышении цены масла на 1% спрос на него снижа
ется на 1%. То есть масло относится к нормальным благам, спрос на 
которые существенно эластичен.
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 4.1

Анализ функции полезности

4.1.1. Предпочтения потребителя описываются логарифмической 
функцией полезности с коэффициентами а2=2, а2=3, х;0=0,5, х20= 1. На 
сколько единиц повысится удовлетворенность потребителя, если он по
требляет 5 кг мяса (1-й товар) и изнашивает 3 пары носков (2-й товар) в 
месяц и решил купить дополнительную пару носков?

4.1.2. Решить задачу 4.1.1, если у потребителя степенная функция 
полезности с коэффициентами А=10, bi=0,3, b2=0,7, х10=0,\, х20=0,2. По
требитель решил купить дополнительно 1 кг мяса, а носки использует в 
неизменном количестве.

4.1.3-4.1.4. В задачах 4.1.1, 4.1.2 построить график кривой полез
ности мяса (при постоянном количестве используемых носков). Графи
чески объяснить предельную полезность.

4.1.5. Потребитель в задаче 4.1.1 приобретает 5 кг мяса в месяц. 
Сколько пар носков он должен изнашивать ежемесячно, чтобы его 
удовлетворенность составила 1 0  единиц?

4.1.6. Потребитель в задаче 4.1.2 изнашивает 3 пары носков в ме
сяц. Сколько мяса он должен покупать ежемесячно, чтобы быть удовле
творенным на 30 единиц?

4.1.7. Степень удовлетворенности потребителя из задачи 4.1.1 
равна 2 единицам. Сколько он потребляет мяса и изнашивает носков 
ежемесячно, если он согласен за лишний кг мяса отказаться от 4 пар 
носков? Построить график кривой безразличия. Показать геометриче
ский смысл нормы замены.

4.1.8. Степень удовлетворенности потребителя из задачи 4.1.2 
равна 10 единицам. Сколько он потребляет товаров, если взамен на две 
пары носков он согласен есть на 1 кг мяса меньше? Построить график 
кривой безразличия. Показать геометрический смысл нормы замены.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 4.2

Решение задачи потребительского выбора

4.2.1. Потребитель из задачи 4.1.1 имеет доход 300 рублей в ме
сяц, цена мяса 50 рублей за кг, цена носков 20 рублей за пару. Решить 
задачу потребительского выбора графически и аналитически.

4.2.2. Потребитель из задачи 4.1.2 имеет доход 600 рублей в ме
сяц, цена мяса 100 рублей за кг, цена носков 30 рублей за пару. Решить 
задачу потребительского выбора графически и аналитически.
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4.2.3. Цены в задаче 4.2.1 возросли: мяса на 10%, носков -  на 
2 0 %. Государственный бюджет компенсирует потери потребителя в ви
де дотации, сумму которой требуется определить.

4.2.4. Цены в задаче 4.2.2 возросли: мяса на 5%, носков -  на 10%. 
Найти размер дотации, которая полностью компенсирует потери потре
бителя.

4.2.5. Цена на мясо снизилась со 100 рублей за кг до 90 рублей за 
кг, вследствие чего спрос на него возрос с 2 кг в месяц до 4 кг в месяц . 
Найти среднюю эластичность спроса по цене.

4.2.6. Цена на обувь возросла с 700 рублей за пару до 1000 рублей 
за пару, в результате чего спрос на нее упал с 3 пар в год до 2  пар в год. 
Найти среднюю эластичность спроса по цене.
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5. ОБЩЕЕ РАВНОВЕСИЕ

§5.1. Виды и объекты равновесных моделей
В микроэкономике используются модели двух типов -  оптимизацион

ные, для изучения поведения отдельных экономических субъектов (потреби
телей, производителей, собственников ресурсов) и равновесные, для изуче
ния взаимоотнош ений между экономическими субъектами (или группами 
их). Оптимизационные модели рассматривались в предыдущ их темах.

Равновесные модели подразделяются на модели ч а с т и ч н о г о ,  п о л и 
р ы  н к о в о г о  (англ. m ulti-market) и о б щ е г о  равновесия. Первые использу
ю тся для анализа отдельных, п р е д п о л о ж и т е л ь н о  и з о л и р о в а н н ы х  
друг от друга рынков конкретных, как правило однородных, товаров или 
факторов производства. При этом предполагается, что на всех остальных 
рынках, не являющ ихся предметом исследования, соблюдается принцип 
«прочих равных условий» (лат. ceteris paribus).

Однако важным свойством любой экономической системы является 
взаимосвязь и взаимозависимость всех образующих ее частей (подсистем). 
Так, потребительский спрос на товары и услуги зависит от доходов потреби
телей. В свою очередь, доходы потребителей зависят от находящ ихся в их 
распоряжении факторов производства и их цен. Последние зависят от спроса 
на факторы и их предложения. Спрос на факторы со стороны предприятий 
зависит не только от характера технологии, но и от спроса на конечные това
ры. Спрос на конечные товары зависит от доходов потребителей.

Эта круговая взаимосвязь всех подсистем экономики может быть упро
щенно представлена схемой (рис. 5.1), показываю щ ей взаимосвязи в простой 
д в у х с е к т о р н о й  экономике, один из секторов которой представляют по
требители, а другой —  предприятия.

Предполагается, что все производство осуществляется внутри сектора 
предприятий, все факторы производства принадлежат потребителям, а все 
доходы тратятся на покупку товаров или факторов. Взаимосвязь двух секто
ров представлена в виде двух потоков, имеющих противоположную направ
ленность. Р е а л ь н ы й  п о т о к  представляет собой обмен товаров на услуги 
факторов производства: предприятия производят и предлагают потребителям 
конечные товары, а потребители предлагают предприятиям услуги факторов 
производства, находящ ихся в их распоряжении. Д е н е ж н ы й  п о т о к  пред
ставляет собой реальный поток в денежном измерении. Потребители полу
чаю т денежные доходы в оплату предоставляемых ими сектору предприятий 
факторов производства, которые расходуют на покупку предлагаемых пред
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ляет собой множество точек ( S a ,  А ,  В , С ,  . . .)  касания кривых безразли
чия и бюджетных линий, проходящ их через точку начального запаса и 
имеющих разный наклон.

В двухпродуктовой экономике кривая предложения товара 7  есть в то 
же время и кривая спроса субъекта А  на благо X.  Это следует из того, что она 
представляет множество оптимальных для субъекта А  наборов благ X  и Y  

при снижении цены X  относительно цены Y.

Экономически к р и в а я  п р е д л о ж е н и я  и з  з а п а с а  п о к а з ы в а е т  
к о л и ч е с т в о  в т о р о г о  т о в а р а ,  д о  к о т о р о г о  г о т о в  д о в е с т и  
с в о й  з а п а с  п о т р е б и т е л ь  п р и  р а з л и ч н ы х  с о о т н о ш е н и я х  ц е н  
т о в а р о в .

Получим выражение кривой предложения из запаса, учитывая, что для 
неё, во-первых, выполняется условие оптимального потребительского выбо
ра:

(5.2), Ру
и, во-вторых, она соединяет бюджетные линии, проходящие через некоторую 
точку:

7  = 7  + Рх

А

Выразив соотношение цен товаров из (5.3),

(5.3)

7 - 7 °

Ру
и подставив в

(5.2), получим

M U X _  Y - Y 0

MU„ Х - Х п (5.4)

Пример выво
да выражения 
кривой пред
ложения

о т к у д а

у  —  “ О

Н а п р и м е р , д л я  с т е п е н н о й  ф у н к ц и и  п о л е зн о с т и  в и д а  

U  = X aY p и м е е м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  к р и в о й  п р е д л о ж е 

ния:

a Y  7 - 7 п

р х  Х - Х 0 ’

px(Y -Y 0) =  a Y ( X - X „ ) ,

с л е д о в а т е л ь н о

7  =
{ р  -  а ) Х  + а Х {)

(5.5)
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Это уравнение определяет гиперболу, вертикальная асимптота (нуль

знаменателя) которой имеет координату X  = <Х̂ ° , а горизонтальная
а - /3

асимптота (по правилу Лопиталя или как отношение коэффициентов при

старших степенях дробно-рациональной функции) -  координату Y  = ^  0 .
р - а

При этом предполагается, что р  ф а , иначе товары равноценны  для пот ре

бителя и обмена не происходит. Таким образом, для монот онной кривой 
безразличия, характерной для степенной функции полезности, к р и в а я  
п р е д л о ж е н и я  и з  з а п а с а  т а к ж е  м о н о т о н н о  у  б ы в а е т . П оэт ому  
участ ок SaOCa правее точки А  на рис. 5.2, а или левее точки В недопустим, 
так как это означает «обратный» эффект замены.

Кривая предложения касается кривой безразличия, которой принадле
жит точка, характеризую щ ая начальный набор товаров X  и Y  в этой точке. 
Причем в ы ш е  э т о й  т о ч к и  ( т о в а р  Y  д е ш е в е е т  о т н о с и т е л ь н о  
т о в а р а  X )  к р и в а я  п р е д л о ж е н и я  и м е е т  б о л е е  к р у т о й  н а к л о н ,  
ч е м  к р и в а я  б е з р а з л и ч и я ,  т о  е с т ь  п о т р е б и т е л ь  г о т о в  п р и н и 

м а т ь  т о в а р  Y. Н и ж е  т о ч к и  н а ч а л ь н о г о  н а б о р а  т о в а р о в  ( т о 
в а р  Y  д о р о ж а е т  о т н о с и т е л ь н о  т о в а р а  X )  к р и в а я  п р е д л о ж е 
н и я  и м е е т  м е н е е  к р у т о й  н а к л о н ,  т о  е с т ь  п о т р е б и т е л ь  г о т о в  
о т д а в а т ь  т о в а р  Y  в о б м е н  н а  т о в а р  X .

§5.3. Анализ обмена в двухсубъектной двухпродуктовой экономике

Коробка Эджуорта К о р о б к а  Э д ж у о р т а  (по имени английского эко
номиста Ф. Эджуорта) представляет совмещенные 
карты безразличия двух субъектов, А  и В, причем кар

та безразличия В повернута на 180°, так что начала координат каждой из 
двух карт безразличия становятся противолежащими вершинами прямо

угольника (рис. 5.3).
Границы коробки Эджуорта соответствуют фиксированным количест

вам товаров X  и Y, находящ имся в распоряжении субъектов А  и В, так что 

A L = В К  = Х а + Хв  и А К  = BL = Ya + YB. Количества товаров Х и  Y  фиксиро
ваны, потому что в рассматриваемой экономике нет производства и товары 
поступают извне.
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Добровольный и взаимоприемлемый обмен может иметь своим резуль
татом лишь такое конечное распределение товаров X  и 7, которое отобража
ется точками в интервале FG контрактной кривой АВ при исходном распре
делении $>*.

Пример вывода Для степенных функций полезности субъектов
выражения jja _  х а¥ р UB = X rYs имеем следующее выражение
контрактной линии контрактной линии:

аУЛ SXв

р Х л yYв , откуда
aY  _ S ( L - X )

Обозначив (Р~
рз_
ау

ДХ y ( K - Y )  ’ 

ccyY2 -  ayKY = pSX2 -  PSLX .

запишем это уравнение в виде

следовательно

Y -  KY = срХ -  (pLX.

Это уравнение определяет семейство функций Y Y(X). Преобразуя к квад
рату разности левую и правую части уравнения, получим

(<pLf
 Т -  (5.7)У -  —  

2V

К ‘

j

X  (pL

Д  2 /
Рассмотрим частный случай потребителей, имеющих противополож

ные предпочтения ос = 8,Р  = у , при этом (р = 1:

2 у

Л 2

V

К :
2 у

Л 2

V

Д_
' T -

ДЛЯ случая равенства запасов K=L имеем
Y = X .  (5.8)

Таким образом, к о н т р а к т н а я  л и н и я  я в л я е т с я  м о н о т о н н о  
в о з р а с т а ю щ е й  ( д л я  с т е п е н н ы х  ф у н к ц и й  п о л е з н о с т и  п р и  р а 
в е н с т в е  к о э ф ф и ц и е н т о в  э л а с т и ч н о с т и  и о д и н а к о в ы х  з а п а 
с а х  т о в а р о в  -  л и н е й н о  в о з р а с т а ю щ е й ) ,  т о  е с т ь  п р и  в з а и м о 
в ы г о д н о м  о б м е н е  у в е л и ч е н и е  о д н о г о  т о в а р а  в з а п а с е  
д о л ж н о  с о п р о в о ж д а т ь с я  п р и р о с т о м  д р у г о г о  т о в а р а .

Условия Определим, какая именно точка на сегменте FG харак-
максимизации теризует конечное распределение товаров Х и  Y, при ко-
полезности тором обмен ими между А и В прекратится. Н а рис. 5.4

отображены кривые предложения каждого субъекта, ОСа и  ОСв, и  две кри-
124





и заменив коэффициенты эластичности а на у, /? на 8. В результате получим
„ у s(k - yJ l - x )

( S - r f L - x ) + y ( L - X oy

Координаты точки равновесия определяем, приравнивая выражение 
кривой предложения первого субъекта и второго субъекта откуда

к  S j K - Y j L - X )
(j3 -a)x + aXQ (S-/XL-X) + /(L-Xq)- ( ^

Полученное трансцендентное уравнение позволяет определить искомый оп
тимальный товарный набор.

Поскольку в рассмотренной двухсубъектной экономике простого обмена 
цены идеальны, то есть при обмене играет роль относительная ценность то
варов, обусловленная их количествами в запасах субъектов, то рав н о в еси е  
до с т и г а е т с я ,  притом оно е д и н с тв е н н о ,  как точка  п е р е с е ч е 
ния м о н о то н н ы х  кр ивых предлож ен и я .

§5.4. Равновесие в производстве.
Двухфакторная двухпродуктовая модель

Модель равновесия в производстве аналогична модели равновесия в по
треблении, представленной в предыдущем разделе.

Предположим, что товары X  и Y производятся двумя фирмами. В их 
производстве используются два переменных фактора производства, К  и L, 
приобретаемых по ценам w и г. В коробке Эджуорта производственные 
функции представлены семействами изоквант. Начальное распределение 
факторов производства К  и L между предприятиями отображается точкой S°. 
Общее наличие каждого ресурса в экономике фиксировано.

Начальное распределение факторов между предприятиями не удовле
творяет их, так как в точке S° пересекающиеся изокванты Х() и 7„ имеют раз
ный наклон и, следовательно, предельные нормы замены факторов оказыва
ются разными. Они будут одинаковы в точках касания изоквант, таких как F, 
Е, G и множестве других, образующих контрактную кривую Оi()2- В любой 
из них

M R T^kl = MRTSYkl • (5.11)
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и 1 Li 1

Рис. 5.5. Равновесие в производстве
Кг

Между фирмами начнется обмен ресурсами К  и L, который завершится 
при таком их распределении, которое на рис. 5.5 характеризует точка Е, ле
жащая на сегменте FG контрактной кривой. Следовательно, в ходе обмена 
предприятие 1 обменяет часть ресурса К  на некоторое количество ресурса L. 
Достигнуть равновесия в производстве им удастся при соотношении цен 
факторов w/r, которому соответствует наклон бюджетной линии а на рис. 5.5. 
Таким образом, равновесие будет при условии:

M R T S ^  = U RTS'jj, = —  (5 ,12)
Г

По аналогии с результатами предыдущего параграфа, конечное распре
деление двух факторов производства между фирмами определяется точкой 
пересечения их кривых предложения, которая в то же время является и точ
кой касания их изоквант и бюджетной линии и лежит на контрактной кривой 
в зоне взаимовыгодного обмена.

§5.5. Равновесие в производстве и потреблении

При общем равновесии объемы выпуска товаров X  и Y должны быть 
равны тем их количествам, на которые предъявляют спрос потребители. 
Предприятия при определении равновесных выпусков руководствуются це
нами производственных ресурсов w и г, а потребители принимают свои ре
шения исходя из цен товаров, рх и p Y:
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предложения, а правее — ее величину положительного спроса. В этой моде
ли различие между спросом и предложением исчезает. Поэтому в число т 
товаров в функцию избыточного спроса можно включить не только все ко
нечные товары, но и все факторы производства, а также и все другие товары 
вплоть до невоспроизводимых (например, предметы антиквариата). Тогда 
условием равновесия становится равенство избыточного спроса ну
лю:

ED t (Рh ...,Р т)  = 0. (5.20)
Переходя к общему равновесию, мы получим систему, содержащую т 

уравнений вида для т товаров. Однако не все эти уравнения являются неза
висимыми. Для экономики в целом общая ценность покупок всегда равна 
общей ценности продаж и, значит,

т  P J  = 0. (5 .21)
i

Равенство (5.21) интерпретируют обычно как закон Вальраса.  Он ут
верждает, что если все рынки, кроме одного, т. е. т-1 рынков находятся в
равновесии, то и оставшийся (т-1)-й рынок также находится в равновесии. А 
это значит, что число независимых уравнений в системе равно т - 1 .

В принципе решить систему, состоящую из т -  1 независимых уравне
ний, относительно т переменных невозможно. Однако число последних 
можно уменьшить на единицу, выбрав один товар в качестве единицы счета 
(фр. numeraire) и разделив все цены на Pi. Тогда (5.21) примет вид

Щ ( 1,§%,... ,Ъ) = 0 . (5 .22)

Таким образом, мы получили систему, состоящую из т -  1 уравнения, 
допускающую единственное решение относительно (т - 1 )-й цены.

При функциях спроса и предлож ения  
Пример условий q °  =А-аР и Q? =В + ЪР
равновесия для функцией избыточного спроса будет
линейных функций +
спроса и предло-  ̂ ' 7 ' 7
жения Д ля ры нка двух товаров условие (5.20) имеет вид

А х- В х = ( а х+Ьх) рх,

2̂ — ^ 2  ~  (® 2  ^2 )/Т ’ 
откуда, разделив первое уравнение на второе, получим

^2 ~ В2 _ 2̂ Р2
Ах -  Вх ах+ Ъх р х
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Приняв цену первого товара в качестве единицы счета, обозначим

 ̂ Pi P i = —  
Pi

Поэтому можно записать уравнение Вальраса (5.22):
^2 В2 _ а2 +Ь2
Ах -  В] а] + Ь] P i .  (5.23)

Условие «расчисткирынка» (5.21) имеет следующий вид:

PiUi - В1 - (а1 + Ъ1 )Pi\+ P2U 2 В2 (а2 + Ъ2)р2] = о . (5.24)
Уравнения (5.23), (5.24) позволяют найти искомые цены товаров.
В принципе, система уравнений Вальраса имеет решение, если количе

ство независимых уравнений равно числу неизвестных в системе. Однако ра
венство количества независимых уравнений числу неизвестных — это необ
ходимое, но не достаточное условие решения системы уравнений общего 
равновесия.

Существование равновесия зависит от того, обеспечивает ли поведение 
субъектов рынка пересечение кривых спроса и предложения при положи
тельной цене, его стабильность зависит от соотношения наклонов кривых 
спроса и предложения (наклон кривой спроса меньше наклона кривой пред
ложения), а его единственность связана с наклоном кривой избыточного 
спроса, характеризующей разность между объемами спроса и предложения 
или любой положительной цене.
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ 5.1 
Анализ равновесия в потреблении и производстве

5.1.1. Для потребителя, имеющего степенную функцию полезности вида 
U  =  ( х  -  X 0)a(Y - Y0f , вывести выражение кривой предложения первого то
вара и проанализировать его.
5.1.2. Для потребителя, имеющего логарифмическую функцию полезности 
вида U  = я1 1п(Х-Х 0 )+йг2 1п(7-70), вывести выражение кривой предложения 
второго товара и проанализировать его.
5.1.3. Для потребителей, имеющих степенные функции полезности вида 
UА = ( х  -  Х () У (7 -  70 У ,  UВ = ( Х -  Х 0);/ (Г -  Y() У , вывести выражение кон
трактной линии и проанализировать его.
5.1.4. Для потребителей, имеющих логарифмические функции полезности 
вида UА = ах \п (х  - Х 0)+а21п(7 -  70 ) ,  UB =bl \п ( х  - Х 0)+Ь21п(7 -  70) ,  вывести
выражение контрактной линии и проанализировать его.
5.1.5-5.1.6. Для потребителей из задач 5.1.3, 5.1.4 записать условия равнове
сия в обмене товарами.
5.1.7. Для фирм, имеющих производственные функции

Y = ( K - K 0) ( L - L 0f , Х  = ( К - К 0)Г( Ь - Ь 0)У вывести формулу кривой 

производственных возможностей.
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6. ЦИКЛ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ1

Лабораторная работа 1 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ: ПОСТРОЕНИЕ И АНАЛИЗ 

ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

Цель работы: изучение методов построения производственных функций 
и анализ их экономико-математических характеристик.

Исходные данные
1. Автотранспортная фирма за последние 5 лет характеризовалась сле

дующими показателями хозяйственной деятельности:

Год
выпуска

Объем перево
зок, т • км

Количество 
автомобилей, ед.

Численность 
работников, чел.

1 1 2 0 0  I N 3 9
2 1700 I N 5 1 0

3 2800 I N 8 18
4 3500 I N 1 0 2 2

5 4800 I N 14 30

Определить объём перевозок на 6 -й год, если запланировано довести ко
личество автомобилей до 2 0  ед., численность работников до 
35 чел.

2. Железобетонный завод за последние 5 лет характеризовался следую
щими показателями хозяйственной деятельности:

Год
выпуска

Объем бетона, 
т

Количество бетонных 
установок, ед.

Численность 
работников, чел.

1 500 I N 1 3
2 900 I N 2 1 0

3 1 2 0 0  I N 3 14
4 1400 I N 4 2 0

5 1500 I N 5 25
Определить объём производства бетона на 6 -й год, если запланировано 

довести количество установок до 8  ед., численность работников до 35 чел.
В таблицах N -  номер варианта работы, соответствующий номеру студен

та в списке группы.

1 Раздел подготовлен совместно с О. А. Кузнецовой, В. А. Воскобуловой
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Задание. Построить графики кривых выпуска, на основе которых выбрать 
вид производственной функции: 

линейной
Q=ar Х\+ а2 ■ X2

или функции Кобба-Дугласа
Q =  Q = a A  x r - x f .

Определить коэффициенты функций методом наименьших квадратов. 
Рассчитать и проанализировать основные экономико-математические пара
метры функций.

Порядок выполнения работы
1. Построить графики кривых выпуска по данным о затратах ресурсов и 

объемах продуктов, приведенных в таблицах задания.
2. Провести анализ графиков и выбрать вид производственной функции.
3. Определить коэффициенты производственных функций, для чего в таб

личном процессоре Excel сформировать рабочие таблицы (табл. 6.1, 6.2).
В табл. 6.1 первоначальные значения коэффициентов (начальные при

ближения) задаются произвольно, например, равными 1. В табл. 6.2 столбцы 
Q , Х|, х2 заполняются на основе данных задания, а столбец
Q = Q(x) рассчитывается по формуле, соответствующей производственной 
функции.

С помощью встроенной функции «Поиск решения» процессора Excel (в 
пункте меню «Сервис») минимизировать значение ячейки

Л
£ (<2 -  Q(x)) , варьируя ячейки коэффициентов <ть а2, А , а, (3.

Таблица 6.1. Коэффициенты производственных функций
а\ а2 А а Р
1 1 1 1 1

Таблица 6.2. Расчет суммы квадратов отклонений производственных
функций от фактических значений

Еод б Xi * 2 б  = т (Q-Q(x) f
1

2

И т.д.
Е (Q-Q(x) ) 2

4. Подставить найденные значения коэффициентов в выражения произ
водственных функций.
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0,5/(l+0,01 TV) и 0,7/(l+0,01TV) соответственно, A=l. TV -  номер варианта, со
ответствующий номеру студента в списке группы.

Задание. Определить функции спроса на ресурсы и функцию издержек, 
если потребление ресурсов не ограничено и технология описывается ПФ 
Кобба-Дугласа. Построить графики функций спроса на ресурсы и функции 
издержек.

Порядок выполнения работы
1. Записать условие задачи, где цена за шкурку -  р\, цена за 

кожу -  р2, коэффициенты эластичности выпуска по ресурсам - а,[3 соответст
венно.

2. Написать в текстовом варианте ПФ Кобба-Дугласа:
Q = А Х ^ Х \2 .

3. Записать общий вид функций спроса на ресурсы и функции издержек 
Х\(Q),X2(Q), Cl {Q) для долгосрочного периода:

X' ( Q ) =

f
А РРх

Р\

V
ар2 )

а + р

Qа + р

Xт -
$Pi
ар2

А $Pi
ар 2

1
а+ р  1

| а +РQ'

C L ( Q )  =  D Q “+e

гДе D = Pl ( l  + ^ ( РPi
ар 2

а + р

4. Подставив данные задачи в функции и получив функции для данной за
дачи, необходимо записать их в текстовом варианте. При а+Р=1 будет полу
чена функция линейного вида.

5. Для того чтобы построить графики (рис. 6.5), необходимо сделать таб
лицу, определяя значения X i(Q),X2(Q), CL{Q).

Переменной величиной является Q. Значение Q определяется методом 
подбора. Чтобы определить переменные, необходимо в таблицу подставить 
функции из п. 4.

6 . По полученным данным строим графики.
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3. Для построения графиков целесообразно достроить вспомогательную 
таблицу, где для нахождения значений ACl(0 ) найденные издержки Сь(0) 
разделить на значения О.

Чтобы найти значения для построения графика MCjiO) необходимо зна
чения А С, (О) умножить на коэффициент 1 /г, где г = а+|3 (рис. 6 .6 ).

Q ACL(Q) MCL(Q)
0
1 1050,45 1111,73
2 1050,45 1111,73
3 1050,45 1111,73
4 1050,45 1111,73
5 1050,45 1111,73
6 1050,45 1111,73
7 1050,45 1111,73
Б 1050,45 1111,73
9 1050,45 1111,73

1120.0D -|---------------------------------------
11Ю.Ш - ■■■■■■■■■■■■■■—им
11GO.OD----------------------------------------------
1D9O.0D----------------------------------------------
i c a o .o D ----------------------------------------------

Е  1D 70.0D ----------------------------------------------
О  IDSC'.OD----------------------------------------------
<  1СВДХЮ - м м ..................W W W

1 H 0 .0 D ----------------------------------------------
1D3O.0D--------------------------------
1D 20.0D--------------------------------
1С10. DC T-1—г-1—1—г-1—1—I I I |—г—1—п —1—I—I—г 

1 4  7  10 13 - е  10

—ф— A C L (P )

_■_ мсца)

Рис. 6 .6 . Средние и предельные издержки в долгосрочном периоде при r= 1

4. Сделать выводы по проделанной работе.

Лабораторная работа 5 
ФУНКЦИЯ ИЗДЕРЖЕК В КРАКОСРОЧНОМ ПЕРИОДЕ

Цель работы: освоение навыков построения и анализа кривых издержек 
в краткосрочном периоде.

Исходные данные: Меховая фирма для изготовления шапок использует 
меховые шкурки по цене 800/(1+0,017V) руб. за шкурку и обратную кожу по 
цене 600/(1+0,0174+) руб. за шкурку. Расход обратной кожи по условиям дого
вора с поставщиком ограничен объемом 1000/(1+0,0174+) шкурок в месяц. Ко
эффициенты эластичности выпуска по ресурсам равны 0,5/(1+0,0174+) и 
0,7/(1+0,0174+) соответственно, 4=1. N  -  номер варианта, соответствующий 
номеру студента в списке группы.

Задание. Определить функции спроса на ресурсы и функцию издержек, 
если потребление одного из ресурсов ограничено и технология описывается 
ПФ Кобба-Дугласа. Построить графики функций спроса на ресурсы и функ
ции издержек.
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Лабораторная работа 7 
ОПТИМИЗАЦИЯ ПРИБЫЛИ В УСЛОВИЯХ 

СОВЕРШЕННОЙ КОНКУРЕНЦИИ

Цель работы: построение функций спроса на ресурсы и определение 
границ выпуска продукции для конкурентной модели рынка. Построение и 
анализ графиков функций дохода, издержек и прибыли.

Планирование по конкурентной модели 
в долгосрочном периоде

Исходные данные: Фирма по производству линолеума использует пла
стмассу по цене (5+0, IN) руб. за кг и краситель по цене 
(8+0,17V) руб. за кг и продает товар по цене (100+0,17V) руб. за кв. м. Коэффи
циенты ПФ равны: а=0,5, (3=0,5, А=1. Определить функции спроса на ресур
сы, оптимальный объем выпуска и максимальное значение прибыли в долго
срочном периоде.

Порядок выполнения работы
1. Определить функции спроса на ресурсы в долгосрочном периоде, под

ставив данные из условия задачи в нижеприведённые функции. Получится 
линейная зависимость Х\ и Х2 от О:

V," =  а О — .

Pi

х : = р о ^ .
~~ Pi

2. Определить оптимальный объем выпуска в долгосрочном периоде, под
ставив исходные данные в формулу

1
Q = ^М«+Р)

f  \РгА
P i

р
/-(а+р)

Р  2 )

В случае г = 1 использование формулы бессмысленно, поэтому необхо
димо сравнить средние издержки ACL с ценой продукции р0, которая является 
аналогом дохода от единицы продукции.

3. Найти максимальное значение прибыли, подставив исходные данные в 
формулу (для г = 1 просто сделать вывод о целесообразности производства 
на основании разницы дохода и затрат от единицы продукции):

m a x  П  =  m a x \ p 0 Q { x ) -  p J x l  -  р 2 х 2 ]
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4. Для графического решения задач необходимо построить графики 
функций спроса на ресурсы, а также графики функций дохода, издержек и 
прибыли.

Для построения графиков функций спроса на ресурсы необходимо вос
пользоваться функциями, определёнными в пункте 1 .

Графики функций дохода, издержек и прибыли строятся с использовани
ем функций:

R (0 )  = р 0 О,

C (Q )= P l\ \  + £-
\ а

PPi
\Щ>т,

1а+р 1
о а+р.

П (0 )  = R (0 )  -  С (0).
Графики строятся в графическом редакторе Excel с помощью вспомога

тельной таблицы. Переменной величиной является объём производства. Под
бор числовых значений для переменных осуществляется после построения 
графика с таким расчётом, чтобы были видны точка пересечения всех кри
вых, изображённых на графике, и зоны прибыли и убытка.

Планирование но конкурентной модели 
в краткосрочном периоде

1. Определить функции спроса на ресурсы в краткосрочном периоде, под
ставив данные из условия задачи в нижеприведённые функции. Получится 
степенная зависимость Х\ от О, х2 от 0\

х\ =Ъ„

х2 = Р АЪа Ро_
Р 2

1- р

2. Определить оптимальный объем выпуска в краткосрочном периоде 
подставив данные из условия задачи:

р Ро_ 

Р  2

JL
1-р

3. Найти максимальное значение прибыли (для г = 1 просто сделать вывод 
о целесообразности производства на основании разницы дохода и затрат от 
единицы продукции):

max П = тах[род { х ) - р 1х1 -  р 2х2 ]
4. Графическое решение задач подразумевает построение графиков функ

ций спроса на ресурсы, а также функций дохода, издержек и прибыли.
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Порядок выполнения работы.
1. При убывающей отдаче от расш ирения масш таба в условиях монопо

лии используется формула

2D  — 2 р

где D = p l(l + —) [A(—~ V ]  a+fi 
а  а р 2

П ри отсутствии эффекта от расш ирения масш таба в условиях монополии 

используется формула

q * - D _ P ° .

2. Ф ункции спроса на ресурсы включают цену закрытия рынка ро и темп 

снижения цены ~р~ Данные берутся из функции цены. Соотносим функцию

цены в общем виде и р{о)=рп+рО и функцию цены из условия задачи

Р о  =  юоо -ода
Таким образом, р0 = 1000 и У0 = -ОД. Расчет функций спроса провести по 

формулам:

x i(C) = a(Po+2p°Q)Q ■

А
X2{C) _ P(Pq+2PvQ)Q

Pi

3. Графики функций дохода, издержек и прибыли (рис.6.10 и 6.11) строят

ся с использованием следующих функций.

Кривая дохода является параболой вследствие обратной зависимости це

ны продукции от объёма выпуска:

R = P o  (О) О.
Кривая издержек строится по функции издержек в долгосрочном периоде, 

поэтому при г = 1 наблюдаются линейная зависимость и незначительный 

рост издержек, а при г = 0,5 кривая издержек резко возрастает, что и обу

славливает внешне несхожие графики:
1

CL(Q) =  D - Q “+fi,

J1{Q) =  R(Q) -  C ( Q ) .
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Лабораторная работа 9 
ОПТИМИЗАЦИЯ ПРИБЫЛИ В УСЛОВИЯХ ДУПОЛИИ

Цель работы: определение результатов реализации различных стратегий 
двумя фирмами на рынке олигополии. Определение объёмов производства и 
прибыли каждой фирмы, совокупной прибыли на рынке. Сравнение резуль
татов и выбор наиболее эффективного варианта взаимодействия олигополи
стов.

Исходные данные
1. Две фирмы сотовой связи работают в условиях дуполии Курно; функ

ции издержек (за год) описываются выражением С, = cOi+d, 
i = 1,2, с =2+0,1 N  руб. (за минуту), <^=2000+1 (W руб.; функции спроса имеют 
вид р 0 = a -  b(0i+0?), а = 100 -  N  руб. (за минуту), Ь=0,05 руб. (с минуты). 
Построить кривые реакции фирм, определить равновесный объём выпуска и 
сумму прибыли каждой фирмы при этом объёме.

2. Решить задачу, если первая фирма считает, что конкурент реагирует в 
соответствии с гипотезой Курно.

3. Решить задачу, если обе фирмы ошибочно предполагают, что конку
рент реагирует в соответствии с гипотезой Курно.

4. Решить задачу в условиях кооперативной дуполии.
Порядок выполнения работы
1. Построить кривые реакции фирм по формулам.
М одель Курно:

О, -  а~с Q2 - кривая реакции первой фирмы;
- 1 2Ъ 2

О _ а~с Qi - кривая реакции второй фирмы.
~2 2Ъ 2
М одель равновесия Стэкельберга.
Первая фирма предполагает, что вторая фирма будет реагировать соответ

ственно кривой реакции Курно:

а - с - Щ
2*

Исходя из этого кривая реакции первой фирмы определяется по формуле

п  -  a ~ c bQ2

Q , ~  h  '
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Модель неравновесия Стэкельберга:

О а - с - bQ2

а  =
а - с -  ЪОх

Кооперативная дуполия:

Qi Q2 —а - с
2Ь

2. Определить объёмы реализации фирм. 
Модель Курно:

а - с
Qi ~Qi зь •

Модель равновесия Стэкельберга:

Qi = 

Q2 =

а - с
~ 2 h '

а - с
~ 7 Г

Модель неравновесия Стэкельберга:

Qi =

Q2 =

а - с

~ ь ■ 
2

а - с

~ Ъ
2

Кооперативная дуполия:

Q 1 - Q 2  ~
а - с
4Ъ

Графически такое равновесие определяется кривыми реакции.
3. Найти прибыль каждой фирмы.
В условиях равновесия Курно суммы прибыли каждой из фирм равны

\2
п?: = / /f {а-с)

9 Ъ
- d .

При равновесии Стэкельберга первая фирма получит прибыль
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c = ( « - c f  
1 8  b

а вторая ф ирм а

8 Л 1 бй

Поэтому сумма прибыли дуполистов равна П1°+ П2̂ .
В условиях неравновесия Стэкельберга суммы прибыли обеих фирм оди

наковы:
n cB = n CM= 2(flz cf_

1 2 25b
При кооперативной дуполии совокупная прибыль составит

= - д
4Ъ

4. Сделать вывод об эффективности различных ситуаций на рынке дупо
лии.

Лабораторная работа 10 
АНАЛИЗ ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ

Задача 1
1. Предпочтения потребителя описываются логарифмической функцией 

полезности с коэффициентами af=2-(1+0,0Ш), а2 = 3-(l+0,017V), 
Хю = 0,5/(l+0,01 TV), x2o = 1/(1+0,017V). На сколько единиц повысится удовле
творенность потребителя, если он потребляет 4*(1+0,01№) кг колбасы (пер
вый товар), использует 3-(l+0,01TV) куска мыла (второй товар) в месяц и ре
шил купить дополнительно кусок мыла?

2. Записать общий вид логарифмической функции полезности:
U  = а х 1 п ( И  -  Н о ) +  a i  М Н  -  Н о).

3. Подставить данные задачи в функцию полезности -  определить полез
ность в первом случае.

4. Подставить изменённые данные задачи (при новом значении х2) в 
функцию полезности -  определить полезность во втором случае.

5. Найти разницу между полезностями U2-  U\.
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х1 и
1 22.418142
2 30.657198
3 36.462714
4 41,13524
5 45.122812
6 48.64158
7 51.814823
8 54,720473
9 57.411384

во ■

70 ■ 

SO ■ 
50 ■ 

Э 40 ■ 

30 ■ 

20  ■ 

10

о  1--------- 1-------- 1---------1---------1---------1-------- 1----------1-------- 1---------1------------------ 1---------1---------1—

1 2  3  4  5 6  7 8 9 10 11 12 13 14 15

к  1

Рис. 6.13. Степенная функция полезности

Задача 5
1. Выразить переменную х2 из логарифмической функции полезности:

и
х2 = аА

а1(х1- х 10)

2. Подставить данные задачи в уравнение.
3. Найти х2.

+ х20

Задача 6
1. Выразить переменную Х2 из степенной функции полезности:

■ 4- Х20
в,(*1 -*!,,)

2. Подставить данные задачи в уравнение.
3. Найти х2.
Задача 7

1. Подставить данные задачи в уравнение логарифмической функции по
лезности. Получим уравнение с двумя неизвестными Х\ и х 2.

2. Написать уравнение MRTSYY 5 объяснить его экономический смысл и

из данных задачи определить значение.
3. Известно, что

MRTS.. -
ми,

12 м и „
найти выражения MU\ и MU2 для функции полезности и подставить в урав
нение
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Задач а  2
Решается как задача 1, но для степенной функции полезности. 

Задач а  3
А1=Арг ■ х | +Д/?2 • х2,

Ар 1=11,1% • pi,
Ар2=16,65% • р2.

Задач а  4
Определить коэффициент эластичности спроса на товар по формуле

>|<Н >|<! I II

р й _ х  д + д-1—1
’ Р, ~ Р, X + х, ■
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7. СТРУКТУРА ДИДАКТИЧЕСКИХ ЕДИНИЦ ДИСЦИПЛИНЫ

В табл. 7.1 приведена структура дидактических единиц дисциплины 
«Математическая экономика» в разрезе развиваемых компетенций по на
правлениям подготовки.

Таблица 7.1. Структура дидактических единиц дисциплины
№ Дидактическая единица 

(тема)
Направление подготовки

08020.62 Менедж
мент

080100.62 Эко
номика

080500.62 Бизнес- 
информатика

1. ПРОИЗВОДСТВЕН
НЫЕ ФУНКЦИИ

OK 15 - владеть 
методами количе
ственного модели
рования, теорети
ческого и 
эксперименталь
ного исследования

ПК1 - собрать и 
проанализиро
вать исходные 
данные, необхо
димые для рас
чета экономиче
ских и 
социально- 
экономических 
показателей, ха
рактеризующих 
деятельность 
хозяйствующих 
субъектов

ПК20 - использо
вать соответст
вующий матема
тический аппарат 
и инструменталь
ные средства для 
обработки, анали
за и систематиза
ции информации 
по теме исследо
вания

1.1 Лабораторная работа 1.
Производственные
функции

1.2 Лабораторная работа 2. 
Изолинии производст
венных функций

2. ОПТИМИЗАЦИЯ 
ПРОИЗВОДСТВЕН
НЫХ ИЗДЕРЖЕК

ПКЗ1 - умение 
применять коли
чественные и ка
чественные мето
ды анализа при 
принятии управ
ленческих реше
ний и строить эко
номические, 
финансовые и ор
ганизационно
управленческие 
модели

ПК6 - на основе 
описания эконо
мических про
цессов и явле
ний строить 
стандартные 
теоретические и 
эконометриче
ские модели, 
анализировать и 
содержательно 
интерпретиро
вать полученные 
результаты

ПК 14 - выполнять 
технико
экономическое 
обоснование про
ектов по совер
шенствованию и 
регламентацию 
бизнес-процессов 
и ИТ-инфра- 
структуры пред
приятия

2.1 Лабораторная работа 3. 
Функция издержек в 
долгосрочном периоде

2.2 Лабораторная работа 4. 
Средние и предельные 
издержки в долгосроч
ном периоде

2.3 Лабораторная работа 5. 
Функция издержек в 
кракосрочном периоде

2.4 Лабораторная работа 6. 
Средние и предельные 
издержки в краткосроч
ном периоде

3. ТЕОРИЯ ДЕЯТЕЛЬ
НОСТИ КОММЕРЧЕ
СКОЙ ОРГАНИЗА
ЦИИ

ПК30 - знание 
экономических 
основ поведения 
организаций, 
представление о 
различных струк
турах рынков и 
способность про
водить анализ

ПК6 - на основе 
описания эконо
мических про
цессов и явле
ний строить 
стандартные 
теоретические и 
эконометриче
ские модели,

ПК2 - проводить 
исследование и 
анализ рынка ИС 
и ИКТ

3.1 Лабораторная работа 7. 
Оптимизация прибыли в 
условиях совершенной 
конкуренции

3.2 Лабораторная работа 8.
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Окончание табл. 7.1

Оптимизация прибыли в 
условиях монополии

конкурентной сре
ды отрасли

анализировать и 
содержательно 
интерпретиро
вать полученные 
результаты

3.3 Лабораторная работа 9. 
Оптимизация прибыли в 
условиях дуполии

4. ТЕОРИЯ ПОТРЕБИ
ТЕЛЬСКОГО ВЫБО
РА

ПК29 - способ
ность анализиро
вать поведение 
потребителей эко
номических благ и 
формирование 
спроса

ОК4 - способ
ность анализи
ровать социаль
но значимые 
проблемы и 
процессы

ПК2 - проводить 
исследование и 
анализ рынка ИС 
и ИКТ4.1 Лабораторная работа 10. 

Анализ функции полез
ности

4.2 Лабораторная работа 11. 
Решение задачи потре
бительского выбора

5. ОБЩЕЕ РАВНОВЕ
СИЕ

ПК32 - способ
ность выбирать 
математические 
модели организа
ционных систем, 
анализировать их 
адекватность, про
водить адаптацию 
моделей к кон
кретным задачам 
управления

ПК6 - на основе 
описания эконо
мических про
цессов и явле
ний строить 
стандартные 
теоретические и 
эконометриче
ские модели, 
анализировать и 
содержательно 
интерпретиро
вать полученные 
результаты

ПКЗ - выбирать 
рациональные ИС 
и ИКТ-решения 
для управления 
бизнесом

6. КУРСОВАЯ РАБОТА ПК32 - способ
ность выбирать 
математические 
модели организа
ционных систем, 
анализировать их 
адекватность, про
водить адаптацию 
моделей к кон
кретным задачам 
управления
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8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 
ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КУРСОВОЙ РАБОТЫ

Цель работы: освоение навыков экономико-математического модели
рования коммерческой деятельности производственной фирмы на различных 
типах потребительских рынков.

Задачи работы:
-  формирование экономико-математических моделей производственных 

процессов фирм в виде производственных функций;
-  разработка моделей издержек производственных фирм в виде функций 

издержек;
-  анализ тенденций развития потребительских рынков и определений 

функций потребительского спроса;
-  разработка оптимизационных моделей коммерческой деятельности 

производственных фирм и определение оптимальной производственной про
граммы на различных типах потребительских рынков;

-  проверка условий равновесия производства и потребления.
Исходные данные
Рассматривается корпорация, включающая в себя две вертикально

интегрированные фирмы А и В. Вертикальная интеграция основана на том, 
что продукция фирмы А продается не только на свободном рынке, но и при
обретается фирмой В, которая использует ее в качестве ресурса производст
ва. Например, это может быть нефтеперерабатывающая компания, в которой 
фирма А производит бензин с низким октановым числом (АИ92), а фирма В 
осуществляет обогащение бензина, реализуя нефтепродукт с более высоким 
октановым числом (АИ95).

Каждая из фирм А и В использует в производственном процессе два 
производственных ресурса, причем технология фирмы А предполагает взаи
модополняемые ресурсы, то есть основана на их одновременном комплекс
ном использовании, а технология фирмы В основана на соединении (или 
смешивании) ресурсов-аналогов, являющихся взаимозаменяемыми. Напри
мер, для нефтеперерабатывающей компании ресурсами фирмы А могут быть 
труд, выраженный в численности персонала, и капитал, выраженный в коли
честве единиц оборудования (нефтеперегонных агрегатов), а ресурсами фир
мы В являются бензин АИ92 и аналог этого бензина АИ92-М. Известна ин
формация о затратах ресурсов и объеме произведенных продуктов фирм за 5 
лет (табл. 8 .1 ).
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Фирма А приобретает ресурсы на открытом совершенно конкурентном 
рынке, поэтому цены ресурсов можно считать стабильными. Ценой труда яв
ляется ставка заработной платы, ценой капитала -  плата за аренду оборудо
вания. Фирма В покупает первый ресурс у фирмы А по цене, равной издерж
кам на его производство, увеличенным на индекс рентабельности, а второй 
ресурс -  на открытом совершенно конкурентном рынке. Цены ресурсов и ин
декс рентабельности фирмы А при внутрикорпоративной продаже приведены 
в табл. 8 .2 .

Фирмы А и В продают свою продукцию группе покупателей, имеющих 
функцию полезности, вид которой для соответствующего варианта представ
лен в табл. 8.2. Спрос QA на продукт фирмы А состоит из двух частей: конеч
ный спрос потребителей и производный спрос, предъявляемый фирмой В и 
зависящий от конечного спроса на ее продукцию QB. Поскольку фирмы объ
единены в корпорацию, то в первую очередь фирма А должна удовлетворить 
внутренний спрос (фирмы В), а затем, при наличии рентабельной возможно
сти, реализовать товар конечным потребителям. Рынок, на котором реализу
ется товар фирмы В, является совершенно конкурентным, а фирма А являет
ся монополистом на рынке своего товара.

Фирмы А и В являются рациональными агентами рынка, то есть выби
рают свои стратегии (за исключением условия удовлетворения внутреннего 
спроса корпорации), исходя из максимизации собственной прибыли.

Таблица 8.1 Объемы производства и затрат ресурсов фирм
Год Фирма А Фирма В

Х](К, ед.) х2 (L, чел.) Q ,( т) х] (АИ, т) х2 (АИМ, т) Q, 0п)
1 100 62 69,9 55,2 43,0 282,4
2 200 64 85,1 66,4 46,0 316,7
3 300 66 96,4 74,2 49,0 344,4
4 400 68 105,9 80,5 52,0 369,0
5 500 70 114,4 85,8 55,0 391,7

ВЫБОР НОМЕРА ВАРИАНТА осуществляется следующим образом: 
номер варианта №, фигурирующий в заданиях к курсовой работе, соответст
вует номеру студента в списке группы.
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Таблица 8.2. Задания к курсовой работе
Показатель/ №  варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1 Отрасль производство торговля услуги
2 Коэффициенты учета номера 

варианта: K q^6jl2 = К х?абл2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

3 Темп роста затрат ресурсов 
фирмы А на 6-й год

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

4 Темп роста затрат ресурсов 
фирмы В на 6-й год

1Д 1,2 1,3 1,4 1,5

5 Цены производственных ре
сурсов (тыс. руб.):

6 первый ресурс фирмы А 20 22 24 26 28 30
7 второй ресурс фирмы А 100 110 120 130 140
8 второй ресурс фирмы В 400 450 500 550 600 650
9 Рентабельность фирмы А 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7
10 Рентабельность фирмы В 3 ЗД 3,2 3,3 3,4 3,5
11 Вид функции полезности 

потребителей u  = {QA - Q M f { Q B - Q B, f U \n(QA Qao) + ct2 \n{QB Qbq) U = {QA - Q M f { Q B - Q j 2

12 Коэффициенты функции по
лезности:

13 QaO’QbO 0, 10 0, 20 5, 10 5, 10 20, 10 20, 20

14 аг, а  2 2 ,5 3 ,8

15 К Ъ2 0,2; 0,8 0,7; 0,3 0,25; 0,75 0,6; 0,4

16 Сумма расходов потребите
лей на товары А, В, млн. руб. 1000 1500 2000 4000 5000 6000

17 Коэффициенты функции ры
ночного предложения товара 
В:

18 с 0,1 0,05 0,06 0,04 0,04 0,03
19 d 100 10 10 10 100 200
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П орядок  в ы п о л н ен и я  работы
1. Анализ производственного процесса корпорации
1.1. Анализ бизнес-процесса корпорации. Выбрать рынок конкретного 

потребительского товара, относящегося к отрасли в соответствии с номером 
своего варианта (табл. 8 .2 ), при производстве которого используется также 
потребительский товар. Описать бизнес-процесс корпорации (представить 
схему), включающей в себя две фирмы, производящие данные товары. 
Представить на схеме движение товаров и движение ресурсов между агента
ми рынка, а также показать денежные потоки. В случае, если для выбранных 
товаров цены, указанные в задании (табл. 8 .2 ), являются нереально высоки
ми, допустимо разделить заданные стоимостные показатели (цены и суммы 
расходов) на 1 0 0 0 .

1.2. Анализ кривых выпуска корпорации. Построить графики кривых вы
пуска фирм А и В по данным о затратах ресурсов и объеме произведенных 
продуктов фирм за 5 лет (табл. 8.1) в соответствии с номером своего вариан
та (табл. 8.2). В отчет включить графики кривых выпуска фирм в зависимо
сти от первого ресурса. При этом рассчитывать числовые данные для каждо
го варианта следует по формуле

Q n  Q т a б л . l  ^ Ч .Т а б л .2 ’Х п Х Табл.1 ^ Х Т абл.2’

где Qтабл.I? хтабл.1 - заданные (табл. 8 .1 ) значения объемов выпуска фирм и за

трат каждого ресурса в t-й год; Kq”a6jL2 ,K x ” a6jL2 - коэффициенты (табл. 8.2), 
учитывающие номер варианта.

На основе кривых выпуска подобрать вид производственных функций 
фирм А и В. Определить значения коэффициентов производственных функ
ций методом наименьших квадратов, используя необходимые условия мини
мума с последующим решением системы линейных уравнений либо встроен
ную функцию «Поиск решения» процессора Excel, объяснить их 
экономический смысл. Спрогнозировать объем производства продуктов 
фирм на 6 -й год, если корпорация планирует увеличить объем потребления 
ресурсов в заданное число раз (табл. 8 .2 ).

1.2. Анализ экономико-математических характеристик производст
венных функций. Для производственных функций фирм А и В получить вы
ражения экономико-математических характеристик: среднего и предельного 
продуктов, коэффициентов эластичности по ресурсам, предельной нормы за
мены ресурсов. Изобразить графически зависимости экономико
математических характеристик как функций соответствующего ресурса; в 
отчет включить соответствующие графики в зависимости от первого ресурса.
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Вычислить значения экономико-математических характеристик по данным 4- 
го и 5-го года работы фирм, объяснить их экономический смысл, сопоставить 
эффективность работы в эти годы.

2. Анализ и оптимизация издержек корпорации
2.1. Анализ фактических издержек фирм. Рассчитать издержки фирм А 

и В за ретроспективный период, используя данные о затратах ресурсов (табл. 
8.1) и ценах ресурсов (табл. 8.2) с учетом соответствующего варианта. Цену 
первого ресурса фирмы В определить, умножив издержки на единицу про
дукта фирмы А на индекс рентабельности фирмы А при внутрикорпоратив
ной продаже (табл. 8.2). Построить графики фактических кривых издержек 
фирм А и В в зависимости от объемов выпуска, сделать вывод о характере 
эффекта расширения масштаба производства. Проанализировать соответст
вие выявленного типа эффекта расширения масштаба и найденных для про
изводственных функций показателей эффекта расширения масштаба, сде
лать выводы.

2.2. Расчет функций издержек фирм. Определить функции спроса на ре
сурсы и функцию издержек фирмы А, если потребление ресурсов не ограни
чено (долгосрочный период) и технология фирма А описывается производст
венной функцией, найденной в п. 1.2. Определить теоретическую функцию 
издержек фирмы В, а также фактическую функцию издержек аналогично 
порядку, описанному в п. 1.2. Проанализировать последствия отклонения 
фактических издержек от оптимальных функций издержек за прошедшие 5 
лет работы фирм А и В. Построить графики функций спроса на ресурсы и 
функций издержек. В отчет включить графики функций спроса на первый ре
сурс и функций издержек.

2.2. Анализ линии долгосрочного развития. Построить графически линии 
долгосрочного развития фирм А и В, проанализировать соответствие запла
нированного корпорацией на 6 -й год расширения производства (табл.8 .2 ) и 
стратегии, оптимальной с позиций минимума издержек.

2.4. Анализ предельных и средних издержек. Для функций издержек 
фирм А и В, определенных в п. 2.2, определить функции предельных и сред
них издержек, построить графики этих функций от объемов выпуска фирм, 
проанализировать характер изменения эффекта расширения масштаба произ
водства.

2.5. Анализ краткосрочных издержек. Предположите, что, начиная с 6 -го 
года работы, количество единиц оборудования, используемого фирмой А, ос
тается в дальнейшем неизменным, равным затратам первого ресурса за 5-й 
год (краткосрочный период). Определить при этом функции спроса на ресур
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сы и функцию издержек фирмы А, а также функции предельных и средних 
издержек, построить графики этих функций от объемов выпуска. Проанали
зировать отличия функций общих, предельных и средних издержек в долго
срочном (пп. 2.2, 2.4) и краткосрочном периодах (п. 2.5). В отчете совмес
тить графики функций общих, предельных и средних издержек в 
долгосрочном и краткосрочном периодах на соответствующих рисунках 
(изобразить три рисунка).

3. Анализ потребительских предпочтений и определение функций спроса 
на продукцию корпорации

3.1. Построение функции полезности. Записать выражение функции по
лезности, выбрав ее вид и значения коэффициентов из табл. 8 . 2  в соответст
вии с номером варианта. Дать характеристику функции полезности и объяс
нить экономический смысл коэффициентов функции.

3.2. Анализ функции полезности. Проанализировать функцию полезности 
потребительской группы: построить кривые полезности товаров, кривые без
различия для различных уровней полезности; найти выражения предельных 
полезностей и предельной нормы замены, построить графики этих показате
лей в зависимости от изменяющихся значений соответствующего товара. В 
отчете привести графики кривых полезности товаров и кривых безразличия.

3.3. Анализ оптимального потребительского выбора. Решить задачу по
требительского выбора графически и аналитически, если сумма расходов по
требителей на продукцию фирм А и В ограничена (табл. 8.2), а цены товаров 
установлены фирмами исходя из их средних издержек на 5-й год, увеличен
ных на уровень рентабельности фирм. Сравнить найденные оптимальные 
объемы потребления товаров и объемы производства этих товаров фирмами 
А и В, сделать выводы.

3.4. Расчет функций рыночного спроса на товары корпорации. Полу
чить функции потребительского спроса на товары q a и QB , найдя отношение 
предельных полезностей товаров к их ценам при условиях п. 3.3, после чего 
выразить функции спроса из закона А. Маршала. При определении функции 
потребительского спроса на некоторый товар в случае наличия у потребите
лей степенных функций полезности объем другого товара принять равным 
его оптимальному объему, определенному в п. 3.3. Построить графики функ
ций потребительского спроса в виде зависимостей /т(<2 г), проанализировать 
соответствие объемов производства фирм А и В объемам спроса при ценах 5- 
то года.

4. Выбор оптимальной программы выпуска продукции корпорации на
различных типах потребительского рынка
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4.1. Расчет равновесия на рынке конкуренции. Определить равновесную 
цену на совершенно конкурентном рынке товара, производимого фирмой В, 
используя полученную в п. 3.4 кривую спроса. Учитывать, что кривая ры
ночного предложения имеет вид

р  = cQ + d ,

где коэффициенты для соответствующего варианта приведены в табл. 8 .2 . 
Представить равновесие на графике спроса и предложения.

4.2. Анализ долгосрочной динамики совершенно конкурентной фирмы. 
Провести графический анализ динамики долгосрочного состояния фирмы В, 
построив графики выручки, долгосрочных издержек по функции издержек, 
определенной в п. 2 .2 , и прибыли.

4.2. Расчет оптимального выпуска совершенно конкурентной фирмы. 
Определить оптимальную программу выпуска продукции фирмы В на основе 
фактической функции издержек (п. 2 .1 ), используя условия максимальной 
прибыли фирмы на совершенно конкурентном рынке и оптимальные затраты 
ресурсов. Рассчитать значения прибыли и сравнить оптимальные значения 
производственной программы фирмы В и запланированные показатели на 6 - 
й год, сделать выводы.

4.4. Расчет производного спроса. Найти производный спрос фирмы В на 
продукцию фирмы А, предполагая, что ресурсы будут использоваться фир
мой В в пропорции, равной предельной норме замены фирмы В.

4.5. Расчет оптимального выпуска монополиста. Определить объем 
продаж фирмы А на внешнем рынке, учитывая ее монопольное положение на 
этом рынке, то есть исходя из кривой потребительского спроса на товар А, 
полученной в п. 3.4. Найти общий объем продаж фирмы А. Провести графи
ческий анализ возможности выхода фирмы А на внешний рынок, для чего 
изобразить на графике зависимость предельной выручки и цены фирмы А от 
ее объема производства. Рассчитать значения прибыли фирмы А и сравнить 
оптимальные значения производственной программы фирмы А и запланиро
ванные показатели на 6 -й год, сделать выводы.

Порядок оформления работы и подготовки к зачету
Структура курсовой работы включает в себя оглавление, введение, рас

четные разделы, заключение, в конце работы должен быть список использо
ванной литературы.

Курсовую работу следует выполнять на листах формата А4; пример 
оформления титульного листа приводится ниже; страницы должны быть 
пронумерованы; текст должен быть напечатан или написан разборчиво, без 
зачеркиваний и исправлений; графические изображения правильно оформле-
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ны (обозначены оси координат, единицы измерения, шкалы координатных 
осей). Предпочтительно оформление работы в текстовом редакторе 
MSWORD.

В расчетных разделах курсовой работы должна приводиться краткая ин
формация по соответствующему разделу теоретического курса. Применение 
каждой формулы должно быть объяснено. При вычислениях необходимо 
привести расчетную формулу, численное представление расчетной формулы, 
результат вычислений и экономическую интерпретацию результата.

На выполненную курсовую работу должны быть представлены две ре
цензии преподавателей кафедры (пример оформления рецензии приводится 
ниже).

При сдаче зачета по курсовой работе студент должен знать теоретиче
ские положения, использованные при решении каждого задания, а также сво
бодно ориентироваться в процессе решения заданий.
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Пример оформления рецензии на курсовую работу

РЕЦЕНЗИЯ 
НА КУРСОВУЮ РАБОТУ 

ПО КУРСУ «МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЭКОНОМИКА»
на тему «Экономико-математическое моделирование фирмы (на примере

производства нефтепродуктов)»,

выполненную студентом группы Петровым А.И.

В курсовой работе рассмотрены такие вопросы экономико
математического моделирования коммерческой деятельности производст
венной фирмы, как анализ производственного процесса, анализ и оптимиза
ция издержек, анализ потребительских предпочтений и определение функций 
спроса, выбор оптимальной программы выпуска продукции.

Работа выполнена на основе информации о корпорации
(  )•

вид деятельности и наименование корпорации
Работа выполнена

(  )•
в полном объеме (частично), с высоким (низким) качеством, аккуратно (неаккуратно) оформлена

Рекомендуется оценка
(  )•

отлично (хорошо, удовлетворительно)

Рецензент,
ассистент
кафедры математических
методов в экономике Воскобулова В.А.
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